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Résumé :

Le probléeme de I’allocation de taches dans les environ-
nements stochastiques peut €tre formalisé en un proces-
sus décisionnel de Markov (PDM). La construction et la
résolution d’un tel PDM, de facon centralisée (PDMC),
exigent qu'un agent posseéde des informations précises
sur le comportement incertain des autres agents. Prendre
en compte cette incertitude entraine la réalisation de tres
longs calculs, ce qui fait qu’'un PDMC est inapplicable
pour de larges systemes. Dans cet article, nous consi-
dérons un systeéme multi-agent coopératif décentralisé
et nous re-formalisons le probleme de I’allocation de
taches en PDM Distribué (PDMD). Ce dernier est dé-
rivé du PDMC par la distribution de 1’espace d’états et
du calcul de la fonction de gain. Chaque agent déve-
loppe son PDMD sans connaitre le comportement des
autres. L’interaction entre les agents permet de coordon-
ner les PDMDs et d’obtenir une allocation des tiches sans
conflits. Nous présentons une démonstration mathéma-
tique de I’équivalence entre 1’allocation de tdches obtenue
d’une facons centralisée et celle obtenue via les PDMDs
coordonnés.

Mots-clés : Décision sous incertitude, Décision distri-
buée, Processus décisionnel de Markov

Abstract:

The task allocation problem in the stochastic environ-
ments can be formalized by a Markov Decision Process
(MDP). The construction and the resolution of such a
MDP, by a centralized way (MDPC), require that an agent
have precise information about the uncertain behavior of
the other agents. Taking into account this uncertainty in-
volves the realization of long calculations, and make the
PDMC inapplicable for large systems. In this article, we
consider a decentralized cooperative multi-agent system
and we reformalize the task allocation problem by dis-
tributed MDPs (DMDP). This last is derived from the
CMDP by the distribution of the states space and the cal-
culation of the function of gain. Each agent develops its
DMDP without having knowledge about the the others.
The interaction between agents allows to coordinate the
DMDPs and to obtain a task allocation with no conflicts
equivalent to the task allocation obtained via a CMDP.

Keywords: Decision-making under uncertainty, Distribu-
ted decision, Markov Decision Process

1 Introduction

Le probleme de 1’allocation de tiches peut étre
caractérisé par deux points principaux. D’une
part, un ensemble d’agents ayant des ressources
limitées, et d’autre part, la répartition et I’exé-
cution d’un ensemble de tiches par ces agents

de fagon a maximiser le gain du systeme. Ce
probleme a été largement abordé dans différents
contextes : systeéme centralisé [12, 13], systeéme
décentralisé [1] ou par la formation des coali-
tions [14]. Cependant, les méthodes proposées
dans ces approches ignorent le comportement
incertain de I’agent et I’effet de cette incertitude
sur le gain du systeme. Elles considerent que
la consommation des ressources par un agent
lors de I’exécution d’une tiche est connue a
I’avance. Cette hypothese, qui est tres forte, rend
ces méthodes inapplicable dans le cadre des
environnements stochastiques, ou la consom-
mation des ressources est incertaine. Nous en-
tendons par consommation incertaine des res-
sources (exécution incertaine des tiches) 1'in-
capacité de I’agent a déterminer la quantité de
ressources qui sera consommée lors de 1’exécu-

tion d’une tiche. A cause de cette incertitude, un
agent ne peut étre siir de pouvoir exécuter toutes
les taches qui lui sont allouées. Ainsi, le gain
réel du systeme ne peut étre déterminé qu’apres
I’exécution de toutes les taches. Cependant, ce
gain peut étre pré-évalué (anticipé) au cours de
la phase de I’allocation ; nous parlons donc de
gain espéré. Ce dernier définit ce que les agents
(le systeme) esperent gagner en allouant une
tache a un agent. Le but des agents devient alors
d’allouer les taches de facon a maximiser le gain
espéré du systeme. Dans un systéme centralisé,
une allocation optimale des taches peut étre ob-
tenue via un Processus Décisionnel de Markov
centralisé (PDMC) [4]. L’inconvénient de cette
solution est que le PDMC est construit par un
seul agent, appelé «contrdleur», qui doit avoir
une parfaite connaissance du comportement in-
certain des autres agents. L’espace d’états in-
duit par ce PDMC est tres large, ce qui rend
sa résolution cofiteuse pour ne pas dire infai-
sable. Plusieurs approches ont proposé des mé-
thodes pour réduire le cofit de la résolution des
PDMs a vaste espace d’états [5, 10, 9]. Mais,
les solutions obtenues sont approximatives et
I’efficacité de ces méthodes dépend de la pos-
sibilité de décomposer 1’espace d’états en plu-
sieurs régions a faible connexion. Dans notre
contexte, les agents agissent d’une facon dis-



tribuée. Ils ont pour but de trouver une alloca-
tion des taches similaire a celle obtenue par un
PDMC. Afin d’atteindre cet objectif, nous dis-
tribuons 1’espace d’états et le calcul a travers
les agents via des PDMs Distribués (PDMD).
En effet, chaque agent développe son propre
PDMD sans connaitre le comportement incer-
tain des autres. Afin d’éviter les conflits (I’allo-
cation d’'une méme tache a plusieurs agents), les
agents coordonnent leur PDMD en communi-
quant et échangeant quelques valeurs. Contrai-
rement aux PDMs partiellement observables,
dans lesquels un agent prend sa décision en
se fondant sur une observation incomplete des
autres, l’interaction entre les différents agents
permet a chacun de prendre ces décisions en
fonction des autres. Ainsi, les PDMDs ne repré-
sentent pas un PDM décentralisé partiellement
observable dont la résolution est un probleme
classé NEXP-Difficile [3].

Dans les deux sections suivantes, nous présen-
tons notre cadre de travail ainsi que les PDMC
et 1’allocation optimale des tiches (sections 2
et 3). Ce qui nous permet par la suite (section
4, de détailler le PDMD et de montrer 1’équiva-
lence entre le PDMC et les PDMDs coordonnés.
Enfin, nous discutons de la complexité de notre
modele dans la section 5.

2 Le cadre du travail

Notre systeme consiste en un ensemble A
d’agents dont les ressources sont limitées et un
ensemble 7" de tiches, oit A = {ay, as, - ,an}
et T = {t1,t2, -+ ,t,}. Une allocation P des
taches est une répartition de 1’ensemble 7', telle
que : P = {B, B% ..., B™} ou B* est I’en-
semble de taches allouées a a;. Les ensembles
B¥ k=1,..., mvérifient: Vk # [, B-N B! =

m
et kU1Bk C T. Nous supposons que les taches

doivent étre allouées et exécutées dans un cer-
tain ordre comme par exemple : tq,%o,...,%,.
Pour chaque tache réalisée, le systéme recoit un
gain qui varie en fonction de I’agent exécutant
cette tache.

Définition 2.1 Chaque agent a;, a une fonction
du gain g, : T — RT, ou gi(t;) est le gain que
le systeme obtient si ay, exécute t;.

L’allocation de t; a a; est une condition néces-
saire mais pas suffisante pour obtenir le gain
gr(t;). Cela est di a I’incertitude sur I’exécution
des taches (la consommation des ressources) qui
rend I’agent incapable de déterminer a priori

la quantité de ressources qui sera consommée
lors de I’exécution de chaque tache. Un agent
a ne peut donc savoir s’il va pouvoir exécu-
ter toutes les taches qui lui sont allouées, ou s’il
va étre obliger d’en ignorer quelques-unes. Afin
de formaliser 1’exécution incertaine des taches,
nous utilisons une représentation discrete de la
consommation des ressources.

Définition 2.2 Chaque agent a, a une repré-
sentation discrete finie de la consommation des
ressources, tel que : I’exécution d’une tdche t;
par a; consomme une des p quantités de res-
sources },12 -+ rY. La valeur de p peut va-

i Z’..

rier en fonction de I’agent et de la tdche.

Nous définissons ainsi la distribution de proba-
bilité suivante :

Définition 2.3 Chaque agent ay a une distri-
bution de probabilité : PE, : T x {r]
t; € T,j=1,...,p} —]0,1], oit PE,, (t;, 7))
est la probabilité que I’exécution de t; par ay
consomme la quantité T{ .

Les différentes quantités de ressources r7,i =
1,...,n,5 = 1,...,p et la distribution de pro-
babilit¢ PFE,_ représentent la connaissance de
I’agent a;, sur I’exécution incertaine des taches.
Ainsi, ces informations sont inaccessibles par
les autres agents. Enfin, le but des agents est
d’allouer les taches de facon a maximiser le
gain espéré du systeme. Par la suite, nous consi-
dérons un systeme centralisé et nous formali-
sons le probleme de 1’allocation de taches en un
PDMC.

3 L’allocation de taches via PDMC

L’allocation de taches peut étre vu comme un
processus décisionnel séquentiel. Dans chaque
étape de ce processus, une décision, concernant
I’allocation d’une tiche a un agent, est prise.
L’étape suivante est consacrée a 1’allocation de
la tache suivante. Nous définissons 1’état du sys-
téme par I’ensemble des taches alloués a chaque
agent et par les ressources disponibles. L’alloca-
tion d’une tache change bien-entendu 1’état du
systeme. La décision d’allouer une tiche a un
agent ne dépend que de 1’état actuel du systeme
ce qui fait de ce processus un processus mar-
kovien. Dans un systeme centralisé, un agent
«controleur» construit et résout un PDMC et ob-
tient une allocation optimale des tiches. Comme
un PDM, un PDMC consiste en un ensemble
d’états S, un ensemble d’actions AC et un mo-

dele de transition probabiliste. A chaque état



est associé un gain représentant ce que le sys-
teme gagne dans cet état. Nous associons aussi,
a chaque action, un gain espéré qui représente ce
que le systeme espere gagner en appliquant cette
action. Par la suite, nous détaillons le PDMC'
correspondant a notre probleme via : (1) les
états, (2) les actions, (3) le modele de transition
et (4) le gain espéré.

3.1 La représentation de I’état

Un état de S représente une situation de

I’allocation des tdaches et de 1’anticipation de

la consommation des ressources. Nous notons

par S; = (B}, R}), ..., (B™, R™)) I'état du sys-

teme a I’étape 7, ou :

— BF est I’ensemble de tiches allouées a ay
jusqu’a I’étape i. L'ensemble BY vérifie les
conditions suivantes :

1. kflef C{t, ... 1;}
2. Yk, if k # Lalors BX N B! =

Une tAche ¢;<; appartient & BY si a; possé-
dait assez de ressources pour 1’exécuter au
moment ou la décision d’allouer ¢; a a;, a été
prise (voir la section suivante) ;

— R sont les ressources disponibles de I’agent
g

La construction du PDMC commence de 1’état
initial Sy = ((0,R,,), ..., (0, R,,,)), ou R,
sont les ressources initiales dont 1’agent ay, dis-
pose. Le systéme arrive a un état terminal quand
toutes les taches sont allouées ou lorsque les
agents ne disposent plus de ressources. Un état
terminal est noté par :

Su = ((BLRY), .. (B, R), ot UBE € T
et RE>0k=1,---,m

3.2 Les actions et le modéele de transition

Dans notre contexte, nous notons par AL(t;, ax)
une action de AC, ou t; € T et a;, € A.
Elle consiste en [I’allocation de la tache
t; a l'agent a; et en D’anticipation de la
quantité de ressources qui sera consom-
mée lors de I’exécution de cette tiche. Soit
Sii = ((Bly,Riy), ... (B"y, R"y)) Détat
courant du systeme, lapphcatlon de I’action
AL(t;, ax) conduit le systeme a un des p états
définis par :

I'Le PDMC décrit ici est fondé sur le PDM présenté dans [4]

] = (B}, R}),.... (B}, R = RE, — 1),
S (BM™ RM),ouj=1---,p, et.
- B!=B! (etRl=R. | \Vi#k
B _ szfl U{ti}, si rzj < Ri‘il
L BF sinon
i Ri'tl - rg, sir] < Rf;l
~ RF =

En effet, il y a p états possibles car I’exécution
de t; peut consommer une des p quantités de

ressources. Dans le cas ot r] > RF 1s I’agent

va consommer toutes ses ressources (R 1) sans
achever t;. Cette tache n’appartient donc pas a

BEF. Cependant, arrivée a I’état SJ ou r] <
RZ 1, signifie que ¢; a été exécutée et le gain
W, (t;) est obtenu. Par ailleurs, la probabilité
de transition de I’action AL(t;,a;) s’exprime
par la distribution PE,, car a; arrive a 1’état
S} si I’exécution de ¢; consomme la quantité 7.
Par conséquent, la probabilité d’obtenir le gain
Wak(ti) est : EPEak(ti,T’ZJ-) ol TZJ- < Rifl et
.j = 17 e, D

3.3 Le gain espéré et la politique optimale

La décision d’appliquer une action dépend du
gain que le systeme espere gagner en appliquant
cette action. Nous notons par Q(AL(t;,ax))
le gain espéré associé a l’action AL(t;, ay).
Etant dans Iétat S, ;,i = 1,---,n, une
politique 7(S;_;) a suivre est une action
{AL(t;,ax),ar, € A} a appliquer. Le gain es-
péré d’une politique 7(S;—1) = AL(t;, ax) est
simplement ()(AL(t;, ay,)). Nous définissons le
gain V[SZ 1] associé a I’état .S;_; comme étant
le gain immédiat «;_; que le systeme obtient
lorsqu’il est dans cet état, augmenté du gain es-
péré de la politique 7g, , suivie (reward-to-go).
Soit ay 1I’agent auquel la tache ¢;_; a été allouée,
le gain immédiat o;_; est défini comme suit :

o1 = Wak (ti—l) ift;_; € Bf;l, 0 sinon

Une politique optimale 7*(S;_1) est celle qui
maximise le gain espéré dans chaque état. Nous
pouvons formaliser V[S;_;] et Q(Al(t;,ax))
grice aux équations de Bellman [2], qui peuvent
étre résolues par la valeur d’itération [11] :



» pour chaque non-terminal état S; 1 :

V[Si_l] =041+ ggﬁ{Q(AL(t“ ak))} (1)

QAL(ti, a)) = Y PEy,(ti,r]) < VIS]] (2)

j=1
» pour les états terminaux S, :

V[S,] = an 3)

Le fait que le PDMC obtenu soit un horizon finit
sans boucle?, la politique dérivée de 1’équation
(1) est donc optimale [2]. D’une facon formelle,

T (Si1) = arg(g;gﬁg{Q(AL(ti, ar))}) (4

Cette équation représente la décision opti-
male du systeme dans un état S; ; ol 1 =
1,---,n. L opérateur arg retourne I’action dont
le gain espéré est maximal. Dans le cas spé-
cial ot deux agents a; et ap,l < h véri-
fient que Q(AL(tHal)) = Q(AL(tHah)) =
mgX{Q(AL(ti, ag))}, 'opérateur arg retourne,
ag

par convention, AL(t;,a;). Enfin, une alloca-
tion optimale des tiches P peut étre obtenue par
I’état terminal S, = ((B!, R!),...,(B™, R™))
atteint par I’application de la politique opti-
male dans chaque état a partit de Sy. Formel-
lement, P = {B} B2, ---,B™}. Par ailleurs,
la construction et la résolution d’un PDMC est
une opération colteuse. En effet, cette com-

plexité est due au large espace d’états® |S| =

n+1_ . .
% et au fait que le calcul se fait par un

seul agent.

Le probleme dans les systemes décentralisés
est que la décision globale doit étre prise par
tous les agents afin d’éviter les conflits. En
d’autres termes, si la politique optimale dans
un état S;_; est d’allouer la tache t; a ’agent
ay, alors chaque agent a;;, doit prendre locale-
ment la décision d’ignorer ¢; et ’agent a;, doit
prendre, localement, la décision de I’exécuter.
Afin de permettre aux agents, agissant d’une
facon distribuée, de prendre des décisions lo-
cales cohérentes et d’obtenir une allocation opti-
male des taches, nous reformalisons le probleme
de I'allocation de taches en PDMDs. Chaque
agent construit un PDMD dans lequel 1’alloca-
tion d’une tache a lui-méme est représentée de la

Dans un état S;_1, les actions applicables sont AL(t;,ay),ar €
A. Nous remarquons qu’aucune d’elles ne peut conduire a un état
Sj<i—1-

3En I'occurrence, I’heuristique proposée dans [8] est efficace pour
résoudre les large PDM ayant des boucles, ce qui n’est pas le cas dans
notre PDMC.

méme facon que dans le PDMC, cependant 1’al-
location de cette tiche a un autre agent est repré-
sentée par un seul état (au lieu de p états dans le
PDMC). Grice a cette représentation, 1’agent ré-
duit I’espace d’états considéré dans son PDMD
comparativement avec celui du PDMC.

Dans ce qui suit, nous détaillons le PDMD et
montrons comment les agents coordonnent leurs
actions. Nous présentons ensuite un preuve ma-
thématique de 1’équivalence entre 1’allocation
optimale des taches obtenue par les PDMDs et
celle obtenue par le PDMC.

4 D’allocation de taches via PDMDs

Tout comme un PDMC, un PDMD consiste en
un ensemble d’états S, un ensemble d’actions
AC et un modele de transition. Les différences
principales entre un PDMC et PDMD sont : le
modele de transition et la maniere de calculer
le gain espéré. Nous décrivons par la suite le
PDMD construit par un agent ay et le calcul dis-
tribué réalisé.

4.1 La représentation d’état

Un état de S représente une situation de I’alloca-
tion de taches et de I’anticipation de la consom-
mation des ressources de ’agent a;. Nous
notons par S; = (BF, RF) 1’état de ’agent ay,
a 1’étape 4, oit BF et RY ont les mémes signifi-
cations que dans le PDMC. La construction du
PDMD commence a partir de 1’état initial Sy =

(0, R,,). A I’étape n, I’agent arrive 2 un état ter-

minal S,, = (B* RF), ou B¥ C T, RF > 0.
4.2 Les actions et le modele de transition

Nous distinguons dans I’ensemble AC deux
types d’actions, a savoir : les actions représen-
tant 1’allocation de taches a I’agent aj et les
actions représentant 1’allocation de taches aux
autres agents. L’action qui consiste a allouer une
tiche ¢; a I'agent ay, est notée ici par al(t;, ay).
Cette dernicre a les mémes significations que
I’action AL(t;, ay) (section (3.2)). Soit S;_1 =
(Bf,, R}, Iétat courant de I'agent aj. L’ap-
plication de I’action al(t;, ay) dans I’état S;_;
conduit I’agent a un des p états suivants :



k j k
i By U{ti}, sirj <R,
- BF = )
By, sinon
k o k
i Riy =i, sirg <R,
- RF =

La probabilité de cette transition est aussi expri-
mée par la distribution PFE,, . Quant a I’alloca-
tion de ¢;, a un autre agent, elle n’est pas obser-
vée par I’agent a; dans son PDMD. Par contre,
cette allocation y est prise en compte grace a une
nouvelle action, a savoir 1’action /g. Cette der-
nicre représente en effet la décision de 1’agent
ay, d’ignorer la tache t;. L’application de I’ac-
tion Ig(t;, a)) dans 1’état S;_; conduit I’agent
apalétat: S; = (B = B¥ | RF = RF ). La
probabilité de la transition engendrée par cette
action est de 1 car I’agent ne consomme aucune
ressources.

Par exemple, considérons trois agents a, as et
az dont une partie de leur PDMD est représen-
tée dans la figure (1). Nous supposons que p = 2
pour tous les agents et nous représentons les res-
sources par des valeurs entieres. La figure (1)
illustre comment chaque agent observe la transi-
tion correspondant a I’allocation de deux taches
t; et t;,1. Pour simplifier la notation, les états
dans cette figure portent des numéros 1,...,39.
L’allocation de la tiche t; a a; conduit, dans
son PDMD a un des deux états 2 et 3, cepen-
dant cette allocation conduit dans le PDMD de
I’agent as (resp. ag) al’état 17 (resp. 30). Soient
S;_1(B}_,,100) et S;_1(B?_;,120) les états des
agents a; et d’ay aI’étape © — 1. Supposons que
I’exécution de t; par a; puisse consommer une
des deux quantités de ressources r} = 60 et
r-2 = 105. D’une facon formelle, 1 état 2 est
(B1 = B! , U{t;},40) et I’ tat3est(le =
B! |, R} = 0). Dans le PDMD de as, 1’état 17
est (B? = B? |, R? = 120).

4.3 Le gain espéré et la politique optimale

Nous définissons le gain V'[S;_1] et le gain es-
péré Q(al(t;, ax)) de la méme maniére qu’étu-
diée dans la section (3.3). La différence ici est
que I’agent a; ne peut pas calculer le gain es-
péré Q(al(t;, aixr)), Va; € A. En fait, il va rece-

voir ces valeurs des agents correspondants. Le
gain immédiat a;_; associé a I’état S;_; est dé-
fini comme suit :

Qi1 = Wak (tifl) si tifl c szfl’ 0 sinon

L’agent a; calcule, dans son PDMD, le gain
V'[S;_1] de la fagon suivante :

» pour chaque état non terminal S;_; :
V[Sz;l] - (561;1 +
+max{Q(al(t;, ar)), Q(Ig(t;, ar))} (5)

Q(al(t;, a)) =Y _PE,, (ti,r]) x V[S!] (6)

=1
Q(Ig(ti,ar)) = a{gjﬁ{Q(al(tu @)y (D

» pour tout état terminal S,, = (B¥, RF):
VIS, =y (8)

Une politique a suivre par I’agent est une action
al ou Ig a appliquer. Une politique optimale est
celle qui maximise le gain espéré a chaque état.
Pour les mémes raisons considérées dans la sec-
tion (3.3), I’équation suivante :

75 (Sic1) = arg(max{Q(al(ti, ax)), Q(Ig(ti, ak))})(g)

formalise la politique optimale. Elle repré-
sente la décision optimale de I’agent a; dans
I’état S; 1,7 = 1,---,n. Dans cette équation,
I’opérateur arg a la méme signification que
dans 1’équation (4). Par ailleurs, 1I’équation
(5) nécessite du calcul par 1’agent a; (@;—1 et
Q(al(t;, ax))) et du calcul par les autres agents
(équation (7)). Cette derniere équation génere
des communications entre les agents*, ce qui
va conduire aux décisions cohérentes comme
nous allons voire par la suite. Afin d’obtenir
une politique optimale, les agents échangent
les valeurs Q(al(t;, a;)), a; € A; cela nécessite
I’échange des Q(al(ti11,)),a; € A, et ainsi
de suite. Cependant, chaque agent a; peut direc-
tement calculer Q(al(t,, a;)) grice a I’équation
(8). Apres avoir échangé ces valeurs, les valeurs
V[S,_1] peuvent étre calculées pour tout état
S,,_1. Connaitre les valeurs V[S,,_] permet de

“Des approches utilisent ’algorithme du graphe de coordination
comme un outil de communication [7, 6]. Cet algorithme peut étre ef-
ficace si un agent n’a pas besoin de se coordonner avec tous les autres
(graphe incomplet). Dans notre cas, I’opérateur max dans 1’équation (5)
génere des communications avec tous les autres agents.



Sa1 (5 )6)

—al(t,al) - - ->:ig(t, al)

—al(t,a2) - - ->:1g(t, a2)

—al(t, a3) - - ->:1g(t, ad)

FIG. 1 — Le modele de transition correspondant a 1’allocation de deux tiches, dans les PDMDs des
agents ay, as et az. Pour simplifier la notation, les états sont numérotés par 1,...,39.

calculer V[S, 5], et ceci jusqu’a I'état S; ;.
Par exemple, supposons que les agents aq, ay
et ag soient dans un état S; 1—, o (figure 1).
Les états S; 1 sont donc les états terminaux S,,.
Afin d’obtenir la politique optimale, les agents
calculent et échangent les valeurs suivantes :

— Les agents calculent, chacun dans son
PDMD, les valeurs V|[S,], ou tout S,
est un état engendré par une action
al(tp_1,a),l = 1,...;3 (les états 5, 6, 8,
9, 11 et 12 pour I’agent a; par exemple) ;

— Les agents calculent et échangent ensuite
les valeurs Q(al(t,,a123)) ou les actions
al(t,,a;23) sont appliquées dans les états
Sn,_1 qui sont engendrés par des actions
Ig(tn,,a123), (Uétat 4, 17 et 30 dans le
PDMD de a;, a5 et as respectivement) ;

— Dans le PDMD de ay, la valeur Q(1g(t,, a1)),
ou l'action [g est appliquée dans les états
2 et 3, n’est que le maximum des deux
valeurs Q(al(t,,az2)) et Q(al(t,,as)) re-
cues. Les autre agents a, et as calculent
Q(Ig(tn,as3)), chacun dans son PDMD, de
la méme facon ;

— L’agent a; peut maintenant calculer les gains
V[S,—1] des états 3 et 4 (selon ’équation (5))
et par conséquent la valeur Q(al(t,_1),a1).
D’une facon similaire, les deux agents a, et
as calculent les valeurs Q(al(t,_1),as) et
Q(al(t,—1), as), respectivement ;

— Les agents échangent les  valeurs

Qal(ty,—1,ap,23)))-

Enfin, chaque agent applique I’équation (9) afin
d’obtenir la politique optimale a suivre dans son
PDMD. Les politiques optimales obtenues par
les différents PDMDs ne créent pas de conflits
entre les agents, comme nous pouvons le consta-
ter grace au lemme suivant :

Lemme 4.1 Dans chaque état S, 1,1 =
1,...,n, les politiques optimales obtenues par
les agents selon I’équation (9) sont consistantes.
Formellement, B

Vap € Ayi = 1,.n, 7 (Si—1) = al(t;, ar) =

Trl*(si—l) = -[g(tza al)aval # Q.

Démonstration Vi = 1, ..., n, nous avons :

Ya, € A, 72(5121) = al(tiaak> e:qg>

al(ti, ar) = arg(max{Q(al(t:, a)),
Q(Ig(ti, ax))})

eq7
al(ts, ar) = arg(max{Q(al(t;, ax)),

Iar}if{Q(al(ti,az))}})

_—

Qal(ti, ar)) > Qal(t;, 1)), Varz, € A
Comme les valeurs Q(al(t;, ap)), Va, € A sont
identiques dans tous les PDMDs (I’agent a;,
calcule Q(al(t;,ap)) et ’envoie aux autres),
et vu la définition de 1’opérateur arg alors
I’inéquation précédente implique :

Val# €A, al(ti, al) 7£

arglmax{ Qlal(ts, ) max{Qlal(t, ) 1)
car au moins Q(al(t;, ax)) > Q(al(t;, a;)).
Alors, Va, € A, al(t;, a;)

arg(max{Q(al(t;,a)), Q(Ig(t:,m))})
et donc \V/al7gk € A, W;((Sl',l) = [g(tl, al) O



Nous démontrons par la suite I’équivalence
entre le PDMC et les PDMDs coordonnés.
Pour ce faire, nous présentons la relation entre
I’espace d’états du PDMC et I’ensemble d’es-
paces d’états des PDMDs. Nous montrons en-
suite I’égalité entre la politique optimale calcu-
lée dans le PDMC et celles calculées dans les
PDMDs.

Lemme 4.2 Pour chaque état S =
((B},R}),,(BZ”,R;%)),Z = 0,...,n du
PDMC, il existe un état S; dans le PDMD de
lagent ay, k = 1,...,mou S; = (B¥, RF).

Démonstration pour ¢ = 0, nous sommes a
I’état initial Sy = ((0, Ry,), .-, (0, R,,,)) dans
le PDMD. Pour cet état, le couple (0, R,,), k =
1,...,m ce n’est que I’état initial dans le
PDMD de I’agent a;. Nous supposons que le
lemme soit correcte pour tout état S; ; =
((BL,, RL,), ..., (B, R™,)), nous montrons
que il est encore correcte pour tout états S;. En
fait, les états .S; sont engendrés par 1’applica-
tion des actions AL(t;,ax),a;, € A dans les
états S;_1. Selon le modele de transition (voir
section 3.2), I’action AL(t;,a;) n’a des effets
que sur I’ensemble B¥ | et les ressources R .
Donc, pour un état S; engendré par cette ac-
tion , tel que S; = ((B},R}),...,(B",R™),
il existe dans le PDMD de 1’agent a; un état
S; = (BF, RF) engendré par 1’application de
I’action al(t;, ay,) dans I'état (B¥ |, RF ), et il
existe dans le PDMD d’un agent a;z;, € A un
état S; = (B!, R!) engendré par I’application de
I’action I ¢g(t;, als. O

Lemme 4.3 Pour chaque état S; =
((Bilfla Rz'lfl)a -~-7‘(szfla Ri‘il)v (anilv R:ril))
du PDMC, le gain espéré associé a une action
AL(t;,a),Ya, € A est égale a celui asso-
cié a Uaction al(t;,ar) appliquée dans 1’état
S;_1(BF |, RF ) du PDMD de I’agent ay,

Démonstration = Nous  démontrons  ce
lemme par occurrence. Pour 7 =
nous sommes dans un état S,_;

((Brlz—h R}l—l)? EERE) (Bk

s

dans le PDMC, et dans un état S, ; =
(BF_,,R*_|) dans le PDMD d’aj. Selon les

équations (2) et (3), nous avons :
p . .
Q(AL(ty, a)) = Yo PEq, (ty, 13,) x VS]]
—

j
P : , ,

Q(AL(t,,ar)) = > PE, (t,,r)) x o, ot o,
j=1

n—1 RZ—l)a "'(BrT—lv Rrrzn—l))

correspond a I’état S7. Comme 1’agent auquel
la tiche ¢, est allouée par I’action AL(t,,ay)
est ay, alors o, = @/, (définitions de « et @).
Donc,

QAL(tr, a)) = 3" PE,, (b, 1) x al
=1

J

p
Q(AL(tn, ar)) = X2 PEq, (tn, 73) X V[S]]
j=1
Selon 1’équation (6), nous
Q(AL(t,, ar)) = Q(al(ty,, ax)).
Supposons, maintenant, qu’a I’étape ¢ le lemme
est correcte, c-a-d :

Q(AL(tiy1,ar)) = Q(al(tiy1,ar)), Var € A
ou al est appliquée dans 1’état S;( BF, R¥). Nous
prouvons par la suite que le lemme est encore
correct pour ¢ — 1.

Q(AL(t;, a1)) = iPEak(ti,r{) x V[

avons

QUAL(ti,a)) = > PE. (ti,r7) x [ad +
j=1

max{Q(AL(tis1, ))}]
Selon lemme (1), nous avons :

QAL ) = S PE(trl) x [a +
glgz‘({Q(al(tiJrl; @))}]
Q(AL(ti, ar)) = Q(al(t;, ar)). O

—_

Lemme 4.4 Pour chaque état S, =
(B}, RY),...,(B™ R™) du PDMC, la po-
litique optimale 7*(S;) est équivalente aux po-
litiques optimales 7;(S; = (BF, R¥)),a, € A
obtenues via les PDMDs coordonnés. Formel-
lement :

Yay € A = 1,..
al(ti, CLk> <~ 7T*<Si,1> =

Démonstration Soit a;, I’agent vérifiant
7(S;-1) = al(t;,ar) a I'étape i — 1. Selon
I’équation (9), nous avons :

al(ly, ar) = arg(max{Q(al(t;; ar)), Q(ig(t;, ax))})

a7
al(t;, ax) = arg(max{Q(al(t;, ax)),
agggA{Q(al(ti,az))}} —

Q(al(t, ar)) > Q(al(ti, arzr)), ar € A e (43)
QUAL{t:, ) > QUAL(Ls i), o € A =

AL(t:, @) = arg(max{Q(AL(t;, a)}) £2
(S 1) = AL(t:, ax) O



Une allocation optimale des taches P peut étre
obtenue des états S, = (B RF) a; € A at-
teints par I’application de la politique optimale
dans chaque état a partir de Iétat initial S¥, for-
mellement P = {B}, B2,--- | B"}.

5 Analyse et complexité

Dans cette article, nous avons décomposé 1’es-
pace d’états du PDMC et distribué le calcul de
la fonction du gain a travers les agents. Cela
facilite la résolution d’'un PDMD comparative-
ment au PDMC. En effet, dans un PDMD, il y
a % états, alors que 1’espace d’états du

n+1

PDMC contient % états. Ainsi, la taille

de I’espace d’états d’'un PDMD est indépen-
dante du nombre d’agents agissant dans le sys-
téme, ce qui n’est pas le cas pour le PDMC. Cela
permet d’augmenter le nombre d’agents dans le
systeme sans complexifier le calcul de PDMDs.
Quant aux messages échangés, un agent envoie
n X (m — 1) messages afin de déterminer une
politique optimale étant dans I’état initial. Enfin,
I’équivalence entre le PDMC et les PDMDs co-
ordonnés, démontrée par le lemme (4.4), permet
aux agents d’obtenir la méme allocation opti-
male des taches que celle obtenue par le PDMC.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons traité le probleme
de I’allocation de taches dans un systeéme multi-
agent décentralisé caractérisé par des agents
possédant une quantité limitée de ressources et
par I'incertitude qui releve de I’exécution des
taches. Le PDMC utilisé pour des systemes
centralisés fournit une allocation optimale des
taches. Cependant, la résolution d’un tel PDM
exige des longs calculs réalisés par un seul agent
qui doit aussi avoir de parfaites connaissances
sur le comportement incertain des autres. Le
PDMD proposé dans cet article, est fondé sur
la décomposition de I’espace d’états du PDMC
et sur la distribution du calcul de la fonction
du gain. Chaque agent construit son PDMD
sans connaitre le comportement incertain des
autres. Il représente, dans son PDMD, I’alloca-
tion d’une taches a tous les autres par un seul
état. Cela réduit considérablement la taille de
I’espace d’états des PDMDs et par conséquent
la complexité du calcul a réaliser par chaque
agent. L’interaction entre agents leur permet de
coordonner les PDMDs et d’obtenir une alloca-

tion optimale des taches similaire a celle obte-
nue par un PDMC.
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