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Introduction

� �� � �� � ���	
	 	
� � ��
�� �
Ptah., L21, 14 [no 53]

La vie a du relief ! Certes, ceci n'est pas une nouveauté, mais derrièr e cette banalité se
cachele fait que nous vivons bel et bien dans un monde à plusieurs dimensions. Or rien ne
déroge à cette règle, pas même les données manipulées par des applications de traitement
du signal. Le traitement du signal est une discipline qui consiste à analyser et interpréter
des signaux qui peuvent provenir de sourcestrès diverses, mais la plupart sont des signaux
électriques ou devenus électriques à l'aide de capteurs. On peut donc facilement imaginer
des signaux tels que les images de télévision qui comportent naturellement plusieurs di-
mensions.Pourtant il n'existe que très peu de modèles d'applications qui soient capablesde
prendre en compte cet aspectmultidimensionnel.

Nous nous sommesdonc intéressésà ce problème, mais en nous limitant à un domaine
particulier du traitement du signal : le traitement du signal systématique (TSS). Ce domaine
correspond à la première phase de traitement des signaux et consiste en l'application de
traitements très réguliers, indépendants desdonnées.L'intérêt du TSS provient justement de
la régularité de sestraitements qui laissent espérer de grandes possibilités d'optimisation.

Pour manipuler des applications de TSS, nous utilisons le langage A RRAY-OL qui a été
inventé chez Thales Underwater Systems (TUS) dans le but exclusif de modéliser ce type
d'applications. A RRAY-OL est un modèle de description qui a la faculté d'exprimer les dé-
pendancesde donnéesau sein d'une application. En revanche,A RRAY-OL ne fournit aucune
méthodologie pour l'exécution de cesapplications. Il faut donc projeter A RRAY-OL sur un
modèle de calcul pour exécuter les applications. Entre cesdeux phasesde modélisation et
d'exécution, il estpossible de réaliser une phased'optimisation qui tienne compte des parti-
cularités d' A RRAY-OL pour pouvoir exécuter« intelligemment » les applications.

Le but de cette thèse est d'étudier les problèmes liés à ces optimisations. Nous nous
basonspour cela sur les travaux qui ont été préalablement effectués sur ce sujet : il s'agit
notamment de la thèsede Julien Soula qui décrit les principes de basede cesoptimisations.
Nous reprenonslesrésultats qui y sont présentésa�n de fournir un ensemblecomplet d'opé-
rations appelées« transformations » qui sont destinéesà appliquer cesoptimisations. Nous
verrons égalementdif férentesméthodes d'exécution pouvant être appliquées à une applica-
tion A RRAY-OL, cequi nous permettra de mettre en lumièr e l'impact des optimisations.
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TA BLE DES M ATIÈRES

Plan du manuscrit

Ce manuscrit aborde les dif férents objectifs que nous venons d'évoquer en essayantde
répondr eà quatre grandes questions.Comment modéliser une application ?Comment réali-
ser une optimisation ?Quelles sont cesoptimisations ?Comment exécuterune application ?

Chapitre 1 : Spécification multidimensionnelle

Dans le premier chapitre, nous traitons de la problématique de modélisation des appli-
cations de traitement du signal systématique. Nous étudions pour cela plusieurs modèles
baséssur les �ots de donnéessynchronescomme LUSTRE ou SDF. Puis, nous intr oduisons le
modèle A RRAY-OL.

Chapitre 2 : Optimisation des applications ARRAY-OL

Ce chapitre est consacréà l'étude de l'optimisation des applications décrites en A RRAY-
OL. Nous présentonsdif férentesméthodes et formalismes pouvant permettr e cesoptimisa-
tions, nous intr oduisons �nalement le formalisme ODT qui a été spécialement conçu pour
A RRAY-OL.

Chapitre 3 : Transformation des applications ARRAY-OL

Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme ODT décrit au chapitre précédent pour
constituer une « boîte à outils » de transformations capablesd'ef fectuer de simples modi�-
cations ou des optimisations complexessur des applications A RRAY-OL.

Chapitre 4 :Exécution d’ARRAY-OL

À partir desrésultats présentésdans le chapitre3,nous analysonsla projection d' A RRAY-
OL sur dif férents modèles de calculs et nous montr ons l'importance de cesrésultats pour
une projection « intelligente ».

Conclusion

En conclusion, nous présentons le bilan des travaux effectués et le détail des contribu-
tions apportées,puis nous énonçonsquelques perspectivesenvisageables.
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Chapitre 1

Spéci�cation multidimensionnelle

���������������! #"$�&%'�)(��*�������,+
Platon, ApologiedeSocrate, 21a.

1.1 Traitement du signal systématique et �ots de données

1.1.1 Le traitement du signal intensif

La partie du traitement de signal (TS) qui nous intéresseest sa partie la plus intensive,
composéedu traitement de signal systématique (TSS) et du traitement de données intensif
(TDI) plus irrégulier . Le TSS correspond à la première phase de traitement des signaux et
consisteprincipalement à l'application de �ltr eset à des traitements très réguliers (indépen-
dants de la valeur des signaux) appliqués systématiquement aux signaux d'entrée pour en
extraire les caractéristiques intéressantes.Celles-ci sont ensuite traitées par des calculs plus
irréguliers (dépendants de la valeur de cesgrandeurs) dans la phasede TDI.

TS

TSI =

TSS + TDI

FIG. 1.1:Schémadu TS

Exemples d’applications : Ce schéma en deux phases se retrouve dans beaucoup d'ap-
plications de traitement de signal ou de l'image. En voici quelques exemples représentatifs
venant des collaborations de l'équipe WEST avecdes partenairesindustriels.

– Récepteur de radio numérique : cette application en émergencefait appel à une par-
tie frontale de TSS consistant à la numérisation de la bande de réception, la sélection
du canal et l'application de �ltr espermettant d'éviter les parasites.Les données four -
nies par cestraitements systématiquessont ensuite envoyéesdans le décodeur dont le
traitement estplus irrégulier (synchronisation, démodulation, etc).

3



1. SPÉCIFICATION M ULTIDIM EN SION N ELLE

– Traitement sonar : une chaîne de traitement sonar classique se compose d'une pre-
mière étape systématique : la veille bande large suivie d'un traitement de données :
la poursuite. La première phase prend en entrée les signaux produits par les hydr o-
phones (microphones répartis autour du sous-marin) et, par une suite de traitements
systématiques produit des voies, couples (dir ection, intensité), représentant les échos
captés. Ces échos sont ensuite analysés par la poursuite pour identi�er et suivr e au
cours du temps les objets les produisant.

– Encodeur/décodeur JPEG-2000 : JPEG-2000 est un nouveau format standard de com-
pressiond'images. Le fonctionnement de l'encodeur [[1]] suit le même schémaen deux
phases. La première partie (du prétraitement à la décomposition en ondelettes) est
systématique. C'est dans la deuxième partie de l'encodage qu'apparaissent des trai-
tements irréguliers (quanti�cation, deux étagesd'encodage). Le décodeur fonctionne
exactement à l'inverse de l'encodeur et fait donc se suivr e une phase de TDI et une
phasede TSS.

– Convertisseur 16=9 - 4=3 : La convertion d'un signal télévisé au format 16=9 vers un
signal au format 4=3 sedéroule en deux étapes[[44]] : le signal estd'abord interpolé a�n
de rajouter arti�ciellement des lignes sur chaque image, puis une partie seulement de
ceslignes est conservéepour former le signal de sortie au format 4=3. L'intégralité des
traitements est indépendante de la valeur du signal, il s'agit donc de TSS.

Bien que très diverses, toutes ces applications font donc parties du traitement du signal
intensif. Elles réalisent toutes destraitements réguliers sur lesdonnéeset certaineseffectuent
en plus des traitements irréguliers. Mais trois d'entr e elles partagent également un autre
point commun : la manipulation de structuresde donnéesmultidimensionnelles.

– Traitement sonar : le signal d'entrée estconstitué par lesdonnéesrecueillies par leshy-
drophones autour d'un sous marin, l'utilisation d'une FFT comme premier traitement
ajoute une dimension, le signal estalors bi-dimensionnel ;

– Encodeur/décodeur JPEG-2000 : les images sont traitées comme étant bi-dimension-
nelles, leurs dimensions ne sont pas linéarisées;

– Convertisseur 16=9 - 4=3 : le signal est bi-dimensionnel, il est constitué de tous les
points des 625lignes des images de télévision.

À cesmultiples dimensions, il convient biensûr d'ajouter la dimension temporelle.

Caractéristiques de la partie TSS : Toutes lesapplications que nous venons de décrirecom-
portent une phasede TSS. Or la regularité des traitement du TSS offrent plusieurs caractéris-
tiques intéressantes:

– lesvaleurs traités par lescalculs sont ordonnéessuivant desgrandeurs physiques et se
structurent en tableaux ;

– au �l des calculs la taille de cestableaux peut être amenéeà changer, leur nombre de
dimensions peut également évoluer ;

– les tableaux peuvent avoir des dimensions cycliques ou de taille in�nie (pour repré-
senter le temps par exemple) ;

– les calculs effectuéssur les donnéessont indépendants de la valeur de cesdonnées;
– les calculs ne sont généralement pas très dif férents d'une application à l'autr e et sont

majoritaiments composésde produits scalaires,de transformées de Fourier (FFT), etc.;
– les calculs prennent toujours des ensemblesde données de formes identiques et de

même cardinalité, le traitement des donnéesest régulier.
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L'énumération de cescaractéristiques montr e que la nature des calculs importe peu, seule
l'interaction de cescalculs avec les donnéesest importante. Une modélisation capabled'ex-
primer cesdif férentes caractéristiques permettrait d'ef fectuer alors de nombreusesoptimi-
sations.

1.1.2 Le modèle �ots de données

Présentation : Le modèle �ots de donnéespeut être abordé sousdeux axesde lecturesdif-
férents. Dans un premier temps, il peut être étudié à travers des langages « graphiques »
comme SDF et KPN . Dans un langage « graphique », une application est modélisée sous la
forme d'un graphe où les nœuds représentent les traitements à effectuer et où les arcsrepré-
sentent les �ots de données.Mais il peut également être vu comme le support de langages
« textuels » comme Signal, LUSTRE et Lucid Synchrone. Les langages« textuels » sont des
langagesde programmation dans lesquels les variables sont dé�nis par la suite des valeurs
qu'elles prennent au cours de l'exécution, cesvaleurs sont �xés à l'aide d'équations.

Il existe une autre dualité dans l'analyse du modèle �ot de données. En effet, on peut
considérer que les langages« graphiques » et « textuels » reposentsur une sémantique dif fé-
rente : dans le premier casles donnéesqui sont produites existent jusqu'à ce qu'elles soient
consommées,dans le deuxième casles données ne sont produites et consomméesqu'à cer-
tains tops d'horloge qui marquent leur unique moment d'existence.

Cependant malgré cesdif férences,cesdeux types de langagespermettent de modéliser
desapplications aux propriétés prochesde cellesqui nous intéressenten TSS. William Thies,
Michal Karczmarek et SamanAmarasinghe établissentdans [[60]] une liste de cespropriétés :

1. D’importants flots de données : la première caractéristique d'une application basée
sur les �ots de donnéesest la gestion de séquencesde donnéesde grandes tailles voir e
de taille in�nie. Lesdonnéessont généralementproduites par une source,puis servent
à affecter dif férents calculs avant d'êtr e écartées.

2. Indépendance des filtres : une application peut être vue comme une suite de trans-
formations appliquées sur le �ot de données.On appelle �ltr esles unités de calcul ap-
pliquant cestransformations. À chaque exécution, cesunités lisent des donnéessur le
�ot entrant avant de s'en servir pour calculer un ou plusieurs résultats qu'ils placeront
sur le �ot sortant. Ces �ltr es sont indépendants et peuvent être exécutésde manière
autonome. Une application peut donc être vue comme un graphe de �ltr es reliés par
les �ots de données.

3. Une exécution « stable » : l'exécution d'une application doit être la plus régulière pos-
sible, elle doit respecterun schémad'exécution. Ainsi les �ltr essont généralementexé-
cutésdans le même ordre.

4. D’éventuelles modification de la structure du flux : bien que les calculs suivent un
schémad'exécution « stable », il se peut que ce schémasoit amené à être modi�é au
cours de l'exécution pour faire face à une situation donnée. Toutefois l'ensemble des
schémaspossiblesdoit être connu lors de la phasede compilation.

5. D’éventuelles communications en dehors du flux : les �ltr es peuvent être amenésà
communiquer occasionellement en dehors du �ux, il s'agit généralement de petites
informations de contrôle.

6. Des calculs « hautes performances » : le plus souvent les applications sont soumisesà
descontraintes de temps réel, mais pour lesapplications destinéesà l'embarqué, il faut
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ajouter descontraintes de taille du code,d'occupation de la mémoire et de consomma-
tion

Restrictions : À la vue de cespropriétés, on peut déduir eque le modèle �ot de donnéesest
adapté à la modélisation de nos applications. En effet, les trois premièrespropriétés corres-
pondent aux caractéristiques principales du TSS. On note également que les trois dernières
propriétés ne nous concernent pas dir ectement; il n'y a pas besoin d'exprimer d'éventuelles
modi�cation de la structure du �ux ou d'eventuelles communications en dehors du �ux
pour modéliser la phasede TSS d'une application : le TSS ne comporte aucun �ot de contrôle,
il est uniquement limité aux �ots de données.De plus, nous n'exprimer ons pas les diverses
contraintes qui se rattachent aux calculs « hautes performances », mais nous verrons, dans
la suite de cedocument, que les optimisations que nous proposonsessayentd'y repondre.

Nous appliquons une autre restriction sur notre analyse du modèle à �ots de données
en ne considérant que les modèles synchrones. Le terme synchrone n'a pas le même sens
selon qu'il est utilisé dans le cadre des langages « textuels » ou dans celui des langages
« graphiques ». Dans le premier cas,on appèle synchrone un modèle où les temps de com-
munications et de traitement des données ne sont pas pris en compte, dans le deuxième
cas le terme synchrone implique que les nœuds du graphe sont obligés de consommer et
de produir e un nombre de données entier qui a été �xé dès la conception de l'application.
Or nous avons vu que nos applications répondent déja à cesdeux exigences,nous pouvons
donc limiter notre étude aux langagesà �ot de donnéessynchronesqu'ils soient « textuels »
ou « graphiques ».

Conclusion : Nous avons donc le choix entre deux types de langagespour modéliser nos
applications : les langages « textuels » et les langages « graphiques ». Ces derniers com-
portent plusieurs aspectsintéressants.Ainsi, une modélisation de haut niveau sous la forme
d'un graphe permet de s'éloigner des problèmes liés aux traitements des données pour se
concentrer sur l'aspect gestion du �ux et expressiondesdépendances.En TSS, lesvaleurs des
données n'in�uent pas sur les calculs, il semble donc naturel de vouloir dissocier l'aspect
traitement des donnéesde la gestion du �ux et des dépendances.De plus, la représentation
d'une application sous la forme d'un graphe est simple et intuitive, notre but n'est pas de
programmer une application mais de la modéliser. Cesdif férentesraisons nous ont conduit
à nous intéresseraux langages« graphiques ».

Toutefois, nous allons étudier au préalable dif férents langages « textuels » dans le but
de comprendre comment ils dé�nissent leur intéraction avec le �ot de données. Cette in-
teraction est primor diale puisqu'elle constitue le principal point de comparaison entre les
langages« textuels » et « graphiques ».

1.1.3 Flots de données synchrones

Nous abordons dans cette section dif férents langages à �ot de données synchrones et
à representation « textuelle ». La plupart de ces langages reposent sur la programmation
fonctionnelle, nous étudierons cependant un casparticulier basésur la programmation im-
pérative et appelé StreamIt.
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1.1.3.1 L’approche fonctionnelle

Présentation de LUSTRE : LUSTRE [[31,55]] estun langage à �ot de donnéessynchrone créé
par N. Hallbwachs, P. Capsi, P. Raymond, et D. Pilaud, il est utilisé pour la programmation
des systèmes réactifs synchrone. Un système réactif synchrone intéragit de façon perma-
nente avec son environnement et il doit répondr e en temps réel aux stimuli que lui envoit
son environnement. On retrouve les systèmesréactifs dans des domaines aussi variés que
l'automobile, l'aviation, le nucléaire, les appareils médicaux. . . LUSTRE est également utilisé
comme langage « textuel » de Scade.Scadeest un logiciel développé par Esterel Technolo-
gies qui propose un langage graphique ayant une équivalence sémantique avec LUSTRE et
qui fournit un ensembled'outils pour la simulation, le calcul de preuve et la génération de
code.

Fonctionnement de LUSTRE : LUSTRE est un langage fonctionnel qui manipule des �ux.
Une fonction dans lustre est appelée nœud (node), elle peut prendre plusieurs paramètres
d'entrée et de sortie. Les paramètres de sortie sont dé�nis comme des fonctions des para-
mètres d'entrée. Tous cesparamètres sont des �ux. L'originalité de LUSTRE réside dans la
composition de ces�ux. En effet en LUSTRE, un �ot de donnéesest composéà la fois d'une
suite de valeurs et d'une horloge.

Les horloges sont à la base du fonctionnement de LUSTRE. Une horloge est une suite
d'instants (t0, t1, etc) qui constitue une discrétisation du temps. Il existe une horloge de ré-
férencequi est valable pour tout le systèmeet pour laquelle chaque instant t i marque l'exé-
cution d'un cycle. Mais chaque �ot estégalementdoté de sapropre horloge. Une horloge de
�ot est obligatoir ement une soushorloge de l'horloge de référence,chaque top de cettehor-
loge marque le moment où le �ot est dé�ni (cf tableau 1.2). Une sous horloge peut être vue
comme un �ot de booléens de valeur true pour chaque top. Les horloges permettent ainsi
d'utiliser des nœuds ayant un rythme de fonctionnement dif férent.

horloge de référence t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6

valeur du �ot 0 1 2 3 4 5 6
soushorloge t0 t1 t2

valeur du �ot 0 1 2

FIG. 1.2:Principe des horloges en LUSTRE.

LUSTRE utilise un ensembled'opérateurs sur les variables pour manipuler ces�ux. Une
variable X estdé�nie à partir d'une expressionE ; une expressionestcomposéede variables,
de constanteset d'opérateurs qu'ils soient arithmétiques, booléens, relationnels ou condi-
tionnels. Une variable est dé�nie comme étant une suite de valeurs, cesopérateurs agissent
donc sur l'ensemble du �ux et non sur une valeur particulièr e. Mais LUSTRE propose un
autre type d'opérateurs : les opérateurs temporels, il en existe quatre dif férents :

1. « pre » qui renvoie la valeur du �ux à l'instant précédent ;

2. l'opérateur « → » qui permet de modi�er la valeur d'un �ot de données à l'instant
initial, t0 ;

3. « when » qui permet de sélectionner des valeurs d'un �ux à partir d'un �ux booléens
de même horloge ;
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4. « current » qui permet d'accorder un �ux sur une horloge plus rapide en prenant
lorsque le �ux n'est pas dé�ni la dernière valeur pour laquelle il l'était.

Un exemple d'utilisation de cesopérateurs estdonnée dans les tableaux 1.3et 1.4. En Scade,
tous cesopérateurs constituent les nœuds d'un graphe servant à représenter le traitement
effectué par une fonction.

horloge de référence t0 t1 t2 t3 t4 t5

x 5 8 2 3 13 5
pre x null 5 8 2 3 13

9 → x 9 8 2 3 13 5

FIG. 1.3:Les opérateurs « pre » et «→ » en LUSTRE.

horloge de référence t0 t1 t2 t3 t4 t5

B false true false true true false
X x1 x2 x3 x4 x5 x6

Y = X when B x2 x4 x5

Z = current Y null x2 x2 x4 x5 x5

FIG. 1.4:Les opérateurs « when » et « current » en LUSTRE.

LUSTRE et Scadeprésentent donc le double intérêt de la de�nition graphique de l'appli-
cation et de l'équivalence avecun langage « textuel ».

Les tableaux dans LUSTRE : Les tableaux ont été intr oduits dans LUSTRE pour aider à la
description de circuits réguliers [[56]] ; la compilaton de cestableaux a été ensuite optimisée
par Lionel Mor el [[48]]. On dé�nit un �ux de tableaux en désignant le type des éléments, t,
et en donnant le nombre de cesélements, n, (ce nombre doit être connu à la compilation).
Ainsi, int ˆmˆn désigne une matrice d'entiers à m lignes et n colonnes. Les manipulations
élémentaires sur les tableaux sont possibles : A[i::j ] désigne tous les élements du tableau
entre i et j ; A|B effectue une concaténationdes tableaux A et B . De plus, tous lesopérateurs
du langage LUSTRE tel que « pre » ou «→ » ont étéétendus pour supporter les tableaux.

Mor el proposeen outre l'intr oduction d'itérateurs de tableaux pour générer des boucles
lors de la compilation. Cesitérateurs sont au nombre de quatre :

1. map : consiste à appliquer la même fonction à tous les éléments d'un ou plusieurs
tableaux ;

2. red: permet de calculer un accumulateur en parcourant un ou plusieurs tableaux ;

3. �ll : permet de remplir un ou plusieurs tableaux en effectuant des itérations sur une
fonction à partir d'une valeur initiale ;

4. map_red: estun itérateur générique capablede générer les autres;

LUSTRE estdonc en mesurede fournir un support complet destableaux multidimensionnels.
Cependant cetteutilisation est restreinte aux simples nœuds, il n'est paspossible d'exprimer
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explicitement les dépendancesentre les nœuds. Cette information doit être extraite des ma-
nipulations effectués dans les nœuds sur ces tableaux, ce qui parait très dif �cile. Or nous
verrons que dans un langage de �ux dédié au multidimensionnel l'expr ession des dépen-
dancesentre les nœuds joue un rôle crucial.

Signal et Lucid Synchrone : Il n'est pas possible de parler des langagesà �ots de données
synchrone sans évoquer Signal et Lucid Synchrone. Lucid Synchrone [[14]] est un langage
fonctionnel qui repose sur l'utilisation dans un langage synchrone des typages forts que
l'on rencontre dans la famille des langages M L. Signal [[7]] dif fère de LUSTRE par l'absence
éventuelle d'horloge de référencepour cadencerl'ensemble desobjetsd'un programme. Les
dif férentes horloges peuvent donc être indépendantes. Le calcul d'horloges de Signal sait
déterminer automatiquement s'il existe une horloge de référence contenant les multiples
horloges initiales du programme. Il la synthetise lorsque celle-ci existe et l'on obtient ainsi
un nouveau programme Signal équivalent à un programme Lustre.

Cependant la gestion du �ot données,des dépendancesou des tableaux n'étant pas fon-
damentalement dif férentes de celle de LUSTRE, nous ne développerons pas plus l'étude de
ceslangages.

1.1.3.2 L’approche impérative : StreamIt

StreamIt [[60, 30]] est une exception dans les langages « textuels » à �ots de données : il
n'est pas fonctionnel contrairement aux autres langagesque nous venons de voir . StreamIt,
pour stream-MIT, estun langage impératif utilisant la programmation orienté objet, il estac-
tuellement en cours de développement au M IT. Il a été créé dans le but de permettr e une
optimisation maximum tout en fournissant une abstraction de haut au niveau pour la pro-
grammation des �ots de données synchrones.StreamIt est ainsi capable d'exprimer toutes
lespropriétés dont nous avons repris la description dans la section 1.1.2page5. Pour réaliser
les optimisations espérées,un compilateur a également vu le jour.

Un programme StreamIt reprend la syntaxe du langage JAVA , il est d'ailleurs possible
d'utiliser un compilateur JAVA sur un code en StreamIt après une phase de traduction. En
StreamIt les �ltr es constituent la classede base,cesclassessont constituées principalement
de deux méthodes :

– la méthode work est la plus importante car elle contient la liste des traitements réali-
séspar le �ltr e.En outre,c'est dans cetteméthode que le �ltr e peut communiquer avec
les autres �ltr es de l'application. Il utilise pour celà des FIFOs qui sont traités comme
des attributs de la classefilter. L'intéraction avec cesFIFOs se fait à l'aide de trois
méthodes push, pop et peek qui sont semblablesaux méthodes habituelles de mani-
pulations de FIFOs;

– la méthode init estutilisée pour initialiser le �ltr e et les FIFOs. Il estainsi possible de
positionner desvaleurs initiales dans les FIFOs avant le début de l'exécution. Mais sur-
tout la méthode permet de positionner le nombre de donnéesqui seront consommées
ou produites par push, pop et peek dans la méthode work.

Il est ensuite possible de relier ces �ltr es en utilisant trois méthodes dif férentes qui repré-
sentent chacune une topologie dif férente : un lien dir ect, une boucle et une dissociation
suivie d'un regroupement. En outre, StreamIt propose également d'utiliser un système de
messagespour transmettre des informations de contrôle, mais nous n'aborderons pas cette
partie puisqu'elle ne nous intéressepas dir ectement.
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L'interaction de StreamIt avec le �ot de donnéesest donc relativement basique.On peut
considérer que StreamIt est le pendant « textuel » du langage« graphique » SDF que nous al-
lons étudier dans la section 1.2 et cecibien que StreamIt dispose de quelques fonctionnalités
supplémentair es.

1.1.4 Flots de données multidimensionnels

Nous présentons ici un langage à �ots de données,qui n'est certespas synchrone, mais
qui permet de gérer des �ots de tableaux multidimensionnels de taille quelconque et surtout
de forme quelconque.

A LPH A [[46]] est développé au laboratoire Irisa de Rennes,il est généralement associéà
l'envir onnement M M A LPH A qui est une interface baséesur Mathematica pour la manipu-
lation du langage A LPH A . L'intérêt d' A LPH A estde fournir un langage de haut niveau pour
synthétiser desarchitecturesVLSI1. En effet, A LPH A estun langagefonctionnel, à assignation
unique et fortement typé qui permet de représenter les algorithmes sous forme d'équations
récurrentes[[35]].

A LPH A ne présente pas de particularismes notables concernant la déclaration des fonc-
tions, en revanche les variables sont dé�nies à l'aide de fonctions sur le domaine Zn, En
effet, les donnéesmanipulées par A LPH A sont multidimensionnelles : elles correspondent à
des unions de polyèdr es convexes.Leurs formes ne sont donc pas restreintes à de simples
tableaux rectangulaires.L'exemple suivant montr e la déclaration d'une variable dont le do-
maine est l'ensemble des points dans le triangle : 0 ≤ i ≤ j ; j ≤ 10 :

a : {i, j | 0 � i � j; j � 10}

A�n d'accéder aux dif férentesvaleurs de cesdonnées,il estpossible de faire des restrictions
sur les domaines. On sesert pour celade l'instr uction case.

a =
case
{i, j | j = 0 } : 0.( i,j->);
{i, j | j > 0 } : a.( i,j-> i,j-1)+1.( i,j->);
esac ;

Dans cet exemple, nous avons a[i; j ] = 0 lorsque j = 0 et a[i; j ] = a[i; j − 1] + 1.
A LPH A serévèle donc êtreen mesure d'exprimer de façon simple des formes de données

très complexes,mais il s'avère incapable de gérer lesaccèscycliques dont nous avons besoin
(cf section 1.1.1 page 4). En outre, nous n'avons pas besoin de gérer des formes de don-
néesaussi complexes et nous pouvons donc nous contenter de simples tableaux à plusieurs
dimensions.

1.1.5 Conclusion

Nous venons d'étudier plusieurs langagesà �ots de donnéessynchronesqui présentent
tous des particularismes intéressants,toutefois aucun d'entr e eux ne répond exactement à
nos désidérata. Nous intr oduisons ci-dessousdeux langagesà �ots de donnéesconçusspé-
cialement pour la gestion de �ots de donnéesmultidimensionnels.

1VLSI : Very Large ScaleIntegration caractériseles circuits intégrés de très haute intégration.
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1.2 SD F et sesextensions

Cette section fait l'objet de l'étude du langage SDF [[41,42]] et de sesdérivés M DSDF [[39,15]]
et GM DSDF [[50, 49, 51]]. SDF (Synchronous DataFlow) est un langage à �ot de données syn-
chrones. Généralement, les �ots de données sont utilisés pour décrire des applications du
traitement du signal par desgraphes,en représentant les fonctions par desnœudset lesdon-
néespar les arêtesdu graphe. L'ajout du terme synchrone implique que le nombre de don-
néesconsomméeset produites soit connu dèsla conception de l'application, cequi permet de
réaliser des ordonnancements statiques. Réservéà des applications mono-dimensionnelles,
SDF a été modi�é pour le support des applications multidimensionnelles.

1.2.1 SD F : Synchronous DataFlow

Le modèle SDF a étécrééet développé par Edward A. Leeen 1986[[41,42]]. Lee l'a ensuite
intégré à PTOLEM Y son environnement de modélisation et de simulation d'applications pour
l'embarqué.

En SDF, une application est donc décrite par un graphe orienté acyclique dont chaque
nœud consommeet produit desdonnéesrespectivementsur sesarêtesentranteset sortantes.
Dans PTOLEM Y, cesdonnéessont appeléesjetons, tokens, et les nœuds sont appelés acteurs,
actors. La �gur e 1.5montr e le graphe d'une application décrite en SDF.

I1 I2 I3 I4O 1 O 2 O 3 O 4

A B C D

A, B, C, D : acteurs

I : nombre de tokens consommés O : nombre de tokens produits

FIG. 1.5:Une application SDF

1.2.1.1 Caractéristiques d’une application SD F

Les caractéristiquesprincipales sont :
– Le nombre de donnéesconsomméeset produites par un nœud à chaqueexécution est

�xé dès la conception de l'application. Ce nombre doit être connu lors de la modélisa-
tion. En revancheaucune information n'est nécessaire sur les traitements effectuéspar
cesacteurs.

– La valeur des jetonsne doit en rien modi�er le �ot de données.Lesdonnéesne doivent
servir qu'aux calculs réaliséspar lesacteurset ne doivent paschanger le comportement
de l'application. Le �ot de contrôle estdonc indépendant des données.

Grâceà cescaractéristiques,l'application estdé�nie statiquement. Il estdonc possible d'uti-
liser les propriétés formelles qui en découlent a�n :

– de détecter les interblocages dès la conception ;
– d'or donnancer l'application dès la modélisation ;
– d'avoir une exécution déterministe (l'exécution sedéroule toujours de la même façon) ;
– d'avoir une exécution dans un temps �ni et avecune consommation de mémoire �nie.
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À l'aide de cespropriétés, SDF permet de tester la validité d'une application dès saphasede
conception, cequi est bien entendu une grande force.

1.2.1.2 Calcul de l’ordonnancement

Le calcul de l'or donnancement se basesur la constatation suivante : lorsque l'applica-
tion est éxécutée,le nombre total de jetons produits par une tâche est égal au nombre de
jetons consommés par la tâche suivante. Soit I x et Ox le nombre de jetons respectivement
consommé et produit par la xe tâche et soit rx le nombre d'exécution de cette tâche (cf �-
gure 1.5), on peut alors écrire l'équation suivante :

rxOx = rx+1 I x+1 (1.1)

On obtient ainsi un système d'équations ; ce système n'a soit aucune solution, soit une
in�nité. Dans le premier cas,le graphe est inconsistant et il ne peut être ordonnancé. Dans
le deuxième cas,toutes les solutions sont multiples d'une seuleet même solution (−→r ). L'en-
sembledes solutions est donc décrit par k−→r aveck ∈ N+ .

Lorsque −→r a été calculé, il est possible, grâce aux résultats présentésdans [[41]], de cons-
truir e un graphe de dépendance.Le calcul de −→r et la construction du graphe de dépendance
étant automatiques, il n'y a donc pas de dif �cultés pour obtenir l'or donnancement.

Exemple Soit l'exemple présentésur la �gur e 1.6: la première tâcheproduit deux jetons et
la deuxième en consomme trois. La résolution du systèmed'équation donne −→r = ( 3

2 ) et le
graphe de dépendanceobtenu estprésentésur la droite de la �gur e.

A B
2 3

A1

A2

A3

B1

B2

FIG. 1.6:Graphe de dépendanced'une application SDF

1.2.1.3 Utilisation des états et des délais

Une autre opportunité offerte par SDF est l'utilisation des « délais ». Un délai est un en-
semble de jetons qu'on peut placer sur une arête. Lors de l'exécution de l'application, la
tâche, se trouvant en amont de l'arête, produira des jetons, mais ceux-ci ne seront consom-
més par la tâcheen aval qu'après les jetons du délai. Les délais permettent donc de préposi-
tionner des valeurs initiales sur les arêtes.

Un « état » est un délai particulier qui autorise une tâche à utiliser le résultat d'une
itération lors de l'itération suivante. Ainsi les n-premiers jetons de l'état sont utilisés par
les n-premières itérations de la tâche, puis celle-ci utilise les résultats qu'elle a produits.
L'utilisation des états est extrêmement utile : un exemple simple est la somme d'un vecteur
où l'état ne comporte qu'un seul jeton de valeur 0.
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L'utilisation des étatset des délais ne modi�e pas la manière de calculer un ordonnance-
ment.

1.2.2 M D SD F : MultiDimensional Synchronous Data�ow

SDF autorise la modélisation de �ots de données mono-dimensionnelles en spéci�ant
les dépendances entre les tâches. Les jetons transportés par ces �ots de données sont de
nature quelconque, il peut notamment s'agir de vecteurs ou de tableaux. Le principe de
M DSDF [[39, 15]] n'est donc pas de transporter des �ots de données multi-dimensionnelles,
puisque celaestdéjà possible en SDF, mais d'exprimer les dépendancesentre les tâches.

Le fonctionnement de M DSDF est similair e à celui de SDF. Ainsi, il suf�t juste de préciser
pour une tâchele nombre de donnéesconsomméeset produites sur chacunedesdimensions
du �ot. Ce principe est illustré par la �gur e 1.7. Le �ot représenté est de forme bidimen-
sionnelle, la première tâche A produit un rectangle de jetons de taille OA,1 sur la première
dimension et de taille OA,2 sur la deuxième pour chaque itération.

A B

(IB,1, IB,2)(OA,1, OA,2)

FIG. 1.7:Une application M DSDF

1.2.2.1 De l’intérêt de M D SD F

L'utilisation de M DSDF permet d'exprimer de manière plus exacteune application. Les
�gur es 1.8 et 1.9 montr ent la même application décrite respectivement avec M DSDF et avec
SDF. En M DSDF (�gur e 1.8), il est évident que la première tâche produit un tableau de taille
40× 48 qui est consommé par morceaux de 8× 8 par la deuxième tâche.En SDF il apparaît
simplement que la première tâcheproduit trente jetons et que la deuxième lesconsommeun
par un. SDF ne permet donc pas d'exprimer les dépendancesde façon optimale lorsque la
structure du �ot de donnéesest multi-dimensionnelle.

(40,48) (8,8) (8,8)
A DCT

FIG. 1.8: Une application simple en M D-
SDF.

A DCT
(30) (1) (1)

FIG. 1.9:La même application en SDF.

Mais surtout M DSDF rend possible la modélisation d'application qui ne pouvait être dé-
crite en SDF et ceci même avec une linéarisation des dimensions. La raison en est simple, il
n'est pas possible en SDF de spéci�er le mode de construction du graphe de dépendances.
La �gur e 1.10 montr e que la première tâche produit une colonne de deux jetons et que
la deuxième tâche consomme une ligne de 3 jetons. Les deux jetons de la colonne ne se-
ront donc pas consomméspar la même itération de la deuxième tâche comme le montr e le
graphe de dépendances.Or la modélisation de cetteapplication en SDF, vue sur la �gur e 1.6
ne respectepas cettecontrainte.
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A1

A2

A3

B1

B2

A B
2,1 1,3

FIG. 1.10:Une application M DSDF qu'on ne peut transcrire en SDF

1.2.2.2 Calcul de l’ordonnancement

Le systèmed'équation de SDF est remplacé par plusieurs systèmesd'équations. En effet,
un systèmeestécrit pour chaquedimension :

rA,1OA,1 = rB,1I B,1

rA,2OA,2 = rB,2I B,2
(1.2)

Chaque système est résolu de manière autonome. Les solutions obtenues sont de même
forme que celles de SDF, chaque solution s'appliquant à une dimension. Le nombre total
d'itérations d'une tâche est égal au produit du nombre d'itérations pour chacune des di-
mensions.

1.2.2.3 Particularité du modèle M D SD F

Dans lesapplications qu'on vient de voir en exemple, le nombrede dimensions du �ot de
données n'évolue jamais et il n'est d'ailleurs pas possible de créer ou de supprimer des di-
mensions.C'est pourquoi Leeproposedes« acteursclefs». Cesderniers ne réalisent aucune
opération, ils secontentent juste de modi�er la structure du �ot de données.D'ailleurs, il est
important de rappeler que SDF ne manipule que les �ots de données et jamais les données
elles-mêmes.La liste des« acteursclefs» n'est pasprédé�nie, Leesecontente d'en présenter
quelques-uns. Le downsamplesert par exemple à supprimer une dimension. La �gur e 1.11
représenteun downsamplequi consommeun tableau de M × N et qui produit un vecteur de
taille M ; les élémentsde la deuxième dimension ont étésupprimés.

(M,N) (M,1)

FIG. 1.11:Un downsample

À l'image de SDF, il est possible d'utiliser les « états » et les « délais » en M DSDF. Mais
il s'agit désormais de n-uplet qui représentenon pas des jetons initiaux mais des lignes et
des colonnesde jetons initiaux. Les dif férencess'arrêtent là et l'utilisation sefait de manière
identique à celle de SDF.

14



SDF et sesextensions

1.2.2.4 Conclusion

M DSDF rend possible l'utilisation de �ot de données multidimensionnelles, mais cer-
taines contraintes demeurent. Notamment la consommation et la production des données
doivent être parallèles aux axes.Pour résoudre ce problème, Praveen K. Murthy and Ed-
ward A. Lee ont proposéune extension à M DSDF appelé GM DSDF.

1.2.3 GM D SD F : Generalized MultiDimensional Synchronous Data�ow

Le but de GM DSDF [[50, 49, 51]] est de fournir un formalisme capable de modéliser des
applications avec une consommation ou une production des données non parallèles aux
axes.En GM DSDF, les jetonsne sont plus produits en ligne et en colonne comme avecM DSDF,
mais ils sont placéssur destreillis de points. Seulscertains points du treillis sont consommés
ou produits par les tâchesde l'application. Trois tâchesspécialessont intr oduites : la source,
le « décimateur » et l'« expandeur », elles sont les seulesà pouvoir manipuler les treillis.

1.2.3.1 Fonctionnement de GM D SD F

Nous intr oduisons ici les trois tâchesspécialesde GM DSDF, puis les tâchesordinair es.Les
principes de basesde GM DSDF restent cependant identiques à ceux de M DSDF.

La source : elle sert à créer et à dé�nir la forme du treillis. Une sourceest toujours associée
à une matrice exemple (samplingmatrix) V . Cette matrice détermine la forme du treillis en
dé�nissant les points du plan2 qui en font partie. La matrice treillis est constituée de l'en-
semble des points

−→
t = V:−→n ;∀−→n ∈ Nm; m ∈ N Sur la partie gauche de la �gur e 1.12, nous

constatons que les points du treillis sont généréspar la matrice exemple
�

1 � 1
1 2

�
. De même

on peut considérer que pour une application M DSDF bidimensionnelle V = ( 1 0
0 1 ).

Une autre matrice est associéeavec une source, il s'agit de la matrice support (support
matrix) W . Elle est utilisée pour déterminer quels points du treillis seront produits. En effet
une sourcene produit pas tous les points du treillis. La matrice exemple ne sert qu'à donner
la forme du treillis et la matrice support, elle, indique l'emplacement des élémentsproduits
par la source.Le calcul de cespositions s'effectue de la manière suivante :

– à partir de la matrice support, il estpossible de construir e le « parallélépipède fondam-
mental » (fundamentalparallelepiped)en sebasant à l'origine et en prenant les vecteurs
de la matrice support comme les deux premiers cotés(cf partie droite de la �gur e 1.12
) ;

– tous les points à coordonnées entières se trouvant à l'intérieur de ce parallélépipède
sont appelés les « points renumérotés » (renumbered points) et sont notés N (W ) ; en
outre, Lee montr e que la cardinalité de cet ensembleest égale à la valeur absolue du
déterminant de la matrice support |N (W )| = |det W | ;

– la multiplication des coordonnées des « points renumérotés » par la matrice exemple
donne les coordonnées des points qui seront effectivement produits par la soure (cf
�gur e 1.12).

Une sourceestdé�nie par samatrice exemple et samatrice support.

2Il s'agit bien d'un plan, car comme nous le verrons plus tard, GM DSDF ne s'applique pas lorsque le nombre
de dimensions est supérieur à deux.
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Parallélogramme dessiné par W

Points construits à partir des « points renumérotés »

Les points du treillis

a
b

c

d

e
f

1

2 a b c

d e f

Le treillis Les « points renumérotés »

V =
�

1 � 1
1 2

�

W =
�

3 0
0 2

�

FIG. 1.12:Fonctionnement d'une source

Le « décimateur » et l’« expandeur » : Si la source permet de créer des treillis, le « déci-
mateur » et l'« expandeur » permettent eux d'en modi�er la forme : le premier en enlevant
des points, le deuxième en en rajoutant. Ils sont respectivement dé�nis par leur matrice de
« décimation » (M ) et d'« expansion » (L ).

Lee et Murthy notent respectivement Ve et Vf les matrices exemples d'entrées et de sor-
ties. De la même facon, il note We etWf les matrices supports. Les liens unissant les treillis
d'entrées de sorties sont donnéespar les deux relations suivantes :

« décimateur » : Vf = Ve:M Wf = M � 1:We

« expandeur » : Vf = Ve:L � 1 Wf = L:W e :
(1.3)

Ainsi, un « décimateur » de matrice M = ( 3 0
0 2 ), utilisé sur un treillis de forme ( 1 0

0 1 ), ne garde
qu'un point sur trois sur la dimension horizontale et un point sur deux sur la verticale. Un
« expandeur » de matrice L = ( 3 0

0 2 ) permet d'ef fectuer l'opération inverse.

Les autres tâches : Les tâches« ordinair es» consomment et produisent des points sur des
treillis. Cependant elles n'utilisent plus un n-uplet comme en M DSDF mais une matrice sup-
port. Ainsi les points désignésne sont plus nécessairement placésconsécutivement sur une
ligne ou sur une colonne. Mais ils peuvent être choisis de manière non parallèle aux axeset
avecun décalage.

Les états et les délais : Les « états » et les « délais » sont également présents. Comme
GM DSDF ignore les notions de lignes et de colonnes, un « état » ou un « délai » sont vus
désormais comme un décalagede l'origine lors du calcul du « parallélépipède fondammen-
tal ». Le décalagedes « points renumérotés » implique également un décalage des points
qu'ils désignent. Lesvaleurs initiales des« états» et des« délais » servent donc à combler ce
décalage.
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1.2.3.2 Calcul de l’ordonnancement :

En M DSDF, il est possible de calculer simplement l'or donnancement en résolvant le sys-
tème d'équations. Ce système est simple à écrire car les dimensions sur lesquelles sont
consomméeset produites les donnéessont parallèles aux axes.Mais en GM DSDF cen'est pas
la caset si une tâche produit des données suivant un vecteur −→x , la tâche suivante pourra
consommer cesmêmesdonnéessuivant un vecteur −→y . La désignation du nombre de points
estelle aussidif férente, tout sefait grâceaux matrices supports qui ne sont pas comparables
entre elles. L'établissement du systèmed'équation est donc beaucoup plus dif �cile. En fait,
Lee et Murthy proposent de ramener le calcul de l'or donnancement de GM DSDF à celui de
M DSDF, ils suggèrent de calculer des boites englobantespour ranger les points des treillis.

Toutes les explications suivantes ne sont valables que pour des applications bidimen-
sionnelles. Les autrestypes d'applications ne sont pas traités et sont considéréscomme trop
complexes.

Calcul des boites englobantes : Les donnéesproduites ou consomméespar chaque tâche
sont « rangées » dans des rectangles à l'aide d'une fonction de « rectangularisation ». En
effet, il suf�t de changer le systèmede coordonnéesd'un treillis en prenant comme baseles
vecteurs de la matrice exemple3.

Mais pour le « décimateur »et l'« expandeur », le problème estdif férent. Il faut seulement
que cesderniers ajoutent ou suppriment des ponts sur le treillis ; la quantité de points prise
sur un treillis pour une itération importe peu. On �xe alors que l« expandeur » consomme
un rectangle(1; 1) (d'où We = ( 1 0

0 1 )) cequi donne par application de l'équation 1.3 Wf = L.
On peut en déduir e alors que le « décimateur » produit un rectangle (L1; L2) avecL1 et L2
deux entiers positifs tels que L1L2 = |det(L )| [[50]].

Par un raisonnement similair e le « décimateur » produit un rectangle(1; 1) et consomme
un rectangle (M 1; M 2). Mais on ne peut avoir simplement M 1M 2 = |det(M )| car il n'y au-
rait pas toujours de points à produir een raison de la forme destreillis, il faut donc appliquer
d'autr es conditions sur le calcul de (M 1; M 2). En fait, Lee et Murthy prouvent qu'il existe
toujours une décomposition de |det(L )| qui soit valide. Il suf�t de tester dif férentespossibi-
lités jusqu'à ceque l'égalité suivante soit respectéeaprès le calcul de l'or donnancement :

|N (Wf )| =

�
�
�
�
N (We)
det(L )

�
�
�
� (1.4)

Calcul de l’ordonnancement : Finalement, il est possible de calculer l'or donnancement
de l'application. Une fois ce calcul effectué, il reste pour chaque tâche à dé�nir la matrice
support. En effet, on sait grâceaux rectanglescombien de donnéescestâchesconsomment,
mais on ignore où cesdonnéessont situéessur les treillis. Lee et Murthy prouvent dans [[50]]
qu'il est possible d'obtenir les matrices supports automatiquement à partir du nombre de
répétition d'une source. Àprès ce dernier calcul et la véri�cation de la validité des boîtes
englobantesdes « décimateurs », la modélisation de l'application et l'or donnancement sont
terminés.

3Les points du treillis sont obtenus par combinaison linéair e de la matrice exemple qui est obligatoir ement
inversible en GM DSDF ; donc elle estbien une basedes points du treillis.
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1.2.3.3 Modèlisation d’une application

La modélisation d'une application 4 en GM DSDF s'effectue de la manière suivante :
– création du graphe ;
– choix des matrices examples, d'« expansion » et de « décimation » pour les tâches

spéciales;
– choix des rectanglespour les tâches« ordinair es»;
– calcul de l'or donnancement ;
– calcul des matrices supports.
L'application est donc dé�nie après le calcul de l'or donnancement, ce qui est un incon-

vénient majeur puisque tout le travail est effectué par le modeleur.

1.2.3.4 Conclusion

Edward Lee reconnait lui même dans sesarticles que l'utilisation de GM DSDF dans un
environnement de développement ne serait pas sansposer de problèmes.Ainsi on peut re-
gretter que GM DSDF oblige à dé�nir , à un même niveau de description, les tâchesspéciales
de manipulation du treillis et les tâchesordinair es de manipulation des données. On peut
regretter égalementque la manipulation desdonnéessur un treillis sefassede manière aussi
régulière.

Nous intr oduisons ci-dessousun autre domaine multidimensionnel appelé A RRAY-OL
qui ne présentepas cegenre d'inconvénients.

1.3 A RRAY-OL

1.3.1 Présentation

1.3.1.1 Principes

A RRAY-OL (Array Oriented Langage)estun langagespécialisédans la description d'ap-
plications de traitement du signal systématique.Cetype d'application estcaractérisépar une
manipulation de grandes quantités de donnéesqui sont traitées par un ensemblede tâches
de façon régulière.

Les donnéessont contenuesdans des tableaux, les �ux de donnéessont eux représentés
par des tableaux ayant une dimension in�nie. Chaque tâche de l'application consomme un
ou plusieurs tableaux en le(s)découpant en «morceaux»de mêmetaille appelésmotifs ; puis
calcule à partir de cesmotifs d'autr esmotifs qui seront rangésdans les tableaux résultats. La
chaînesepoursuit, les tableaux produits étant à leur tour consommés.

A RRAY-OL tir e donc son nom du type de structure de données manipulés. Mais il est
important de souligner qu' A RRAY-OL permet seulement de spéci�er les dépendances de
donnéesdes applications à un certain niveau de granularité. Il est ainsi possible de déduir e
à la fois le parallélisme de tâches et le parallélisme de données. En revanche A RRAY-OL
ne constitue pas un langage de programmation complet et ne fournit même pas un modèle
d'exécution. Il est cependant possible d'en extrapoler un à partir d'une description, mais ce
modèle n'est pas explicite et est induit par la description.

4Un exemple est présentédans la section 1.4.1.3page 33.
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A RRAY-OL fournit donc un langage standardisé de spéci�cation d'applications de trai-
tement du signal intensif. À partir d'une telle spéci�cation, il est naturel de chercher à exé-
cuter l'application correspondante. On peut pour cela produir e, à partir d'une description
A RRAY-OL, un code sourcedans un langage cible du type (C,C++, ...) qu'on exécuterasur la
plate-forme de son choix. Cette phasede transcription de l'application est appelée« compi-
lation », ceterme estemployé par abus de langage et ne doit pas induir e le lecteur en erreur.
Il s'agit en fait d'une « traduction » de la description dans un langage de programmation et
cen'est que la compilation de cedernier qui permettra l'exécution.

Cette « traduction » ne peut se faire que si certainescontraintes sont respectées,cesder-
nièrespeuvent être liées :

1. au modèle d'exécution qu'il soit de type SDF du type processnetworkou du type induit
par la description ;

2. à l'architecture, par exemple la quantité de mémoire disponible ;

3. à l'application elle-même et à la nécessitéde gérer de façon particulièr e les �ots de
données.

En effet, l'application estdé�nie de manièrestatique et il estdonc nécessairede la modi�er si
la traduction n'est pas possible. Par exemple, si la taille des tableaux produits à un moment
t de l'exécution dépassela taille de la mémoire disponible sur l'architecture cible, il estalors
nécessaire d'opér er de telles modi�cations.

Ainsi, il existe un formalisme appelé ODT (Opérateurs de Distribution de Tableaux) qui
sert à manipuler les dépendancesde données au sein d'une tâche A RRAY-OL. À l'aide de
ce formalisme, plusieurs opérations élémentaires de transformation ont été mises au point
dans le but de répondr eaux attentesde la compilation. Cesopérations permettent non seule-
ment la compilation mais également l'optimisation de l'application. Toutefois nous verrons
qu'elles possèdentaussi plusieurs inconvénients.

Pour conclure, nous pouvons présenter A RRAY-OL comme étant un simple langage de
description de dépendancespour lequel ont été créésdes outils permettant d'adapter l'ap-
plication décrite à un certain nombre de critèreset de contraintes en vue de son exécution.

1.3.1.2 Historique

Inventé par Alain Demeure, A RRAY-OL [[21]] a vu le jour chez TUS (TH A LES Underwater
System)en 1995.

À l'origine, le premier compilateur dédié à A RRAY-OL, développé chez TUS ne suppor-
tait qu'un sousensembledu langage. TUS a alors collaboré avecCorine Ancourt et François
Iriguoin 5 pour permettr eune exécution SPM D d' A RRAY-OL telle quelle soit capablede satis-
faire un ensemblede contraintes dynamiques et physiques. Les résultats de cestravaux sont
étudiés plus en détails dans la section 2.2page 41.

Cependant, c'est lors de la collaboration de TUS avecl'equipe WEST et notamment durant
la thèsede Julien Soula [[58]] qu'a étédéveloppée une première version complète du compila-
teur. Julien Soula ne s'estpas contenté d'écrir e le compilateur, il a �nalisé le formalisme ODT

et l'a utilisé a�n de créer quatre transformations permettant la compilation d' A RRAY-OL en
fonctions de dif férentescontraintes. Cette thèsea marqué le début de la collaboration entre
TUS et l'équipe WEST.

5du centre de rechercheen informatique de l'école des mines de Paris
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À cette période, l'équipe WEST a conçu un environnement complet de spéci�cation et
de compilation dédié à A RRAY-OL baptisé GA SPA RD [[9]]. Puis de 2001à 2003,TUS et le LIFL

se sont retrouvés au sein du projet européen SOPH OCLES qui avait pour but une validation
conceptuelled'uneméthodologie,deplates-formesetdetechnologiessupportantl'intégration, la vali-
dationet la programmationdesystèmescomplexescomposésdecomposantsvirtuels hétérogènesdans
un environnementdistribué.Cetteméthodologiedevantpermettrela créationde« cyber-entreprises»
fournissantdesservicesd'intégrationvia leweb.

A RRAY-OL a ainsi étéproposécomme une desnouvelles technologiesservant de support
à SOPH OCLES. TH A LES Communications, partenaire de SOPH OCLES et utilisateur d' A RRAY-
OL a entamé à l'occasion de ce projet une collaboration de deux ans avec l'équipe WEST

autour de la compilation d' A RRAY-OL.
Cescollaborations ont permis des échangesfructueux entre les besoins concrets des in-

dustriels et les compétencesplus théoriques de l'équipe west. Ainsi, pour l'équipe WEST,
il a été possible de travailler sur des applications réelles telles que la VBL ou la FRN , d'ac-
croître l'inter opérabilité de sesoutils et de fournir en retour une expertise théorique sur la
compilation d' A RRAY-OL à partir principalement des travaux de Julien Soula.

Parallèlement à cette collaboration, j'ai mené les travaux qui ont conduit à l'écritur e de
cette thèse.Mais avant de présenter les résultats obtenus, il est primor dial de bien étudier
le fonctionnement d' A RRAY-OL car sous des dehors simples voir e simplistes, A RRAY-OL
recèlequelques subtilités qu'il est préférable de savoir manier.

1.3.2 Fonctionnement d' A RRAY-OL

La modélisation d'une application en A RRAY-OL est découpée en deux parties qui cor-
respondent chacuneà un niveau de description : le niveau global et le niveau local. Le pre-
mier établit l'enchaînement des tâchesnécessaires au fonctionnement de l'application et le
seconddé�nit comment doit s'exécuter chaque tâche.Nous allons donc étudier successive-
ment cesdeux niveaux.

1.3.2.1 Modèle global

Le modèle global est un graphe orienté où les sommets sont des tableaux ou des tâches
et où les arêtes indiquent le sensde l'exécution. Chaque tâche consomme un ou plusieurs
tableaux, effectue un traitement quelconque sur leurs éléments et produit un ou plusieurs
tableaux résultats. Il n'y a donc pas de corrélation entre le nombre de tableaux d'entrées et
le nombre de tableaux de sorties.

Mais il n'y a pasnon plus de corrélation entre lesnombresde dimensions de cestableaux.
Ainsi il estpossible pour une tâchede consommer deux tableaux bidimensionnels et de pro-
duir e un tableau tridimensionnel. La création de dimensions est très utile, par exemple dans
le casd'une FFT qui crée une dimension fréquentielle. Cependant il ne peut y avoir qu'une
seule dimension de taille in�nie par tableau, ce qui est suf�sant car cette dimension ne sert
généralement qu'à représenter le temps. En�n, une dernière spéci�cité des tableaux utilisés
dans A RRAY-OL, c'est qu'ils sont considéréscomme toriques et que donc la consommation
ou la production de leurs élémentspeut sefaire modulo à leur taille.

Une limitation du modèle global estque le graphe ne peut pas inclur ede cycles.À chaque
étape de notre cheminement, nous verrons qu' A RRAY-OL comporte des limitations ; a�n
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de faciliter la relecture, j'ai résumé l'ensemble de ces contraintes à la �n de document en
annexeA page 123). La �gur e 1.13montr e un exemple de niveau global.

Si on seplace du point de vue de l'exécution, il est très important de comprendre que le
modèle global est un graphe de dépendanceset non un graphe à �ots de données.Ainsi, à
chacunede sesexécutions une tâcheconsomme un seul tableau d'entrée sur chacunede ses
arêtesd'entrées et produit un seul tableau de sorties pour chacunede sesarêtesde sorties.
Il est également possible d'obtenir un ordonnancement basique à partir du modèle global.
Mais on ne béni�cie pas de l'expr essiondu parallélisme de donnéesqui sefait au niveau du
modèle local.

1.3.2.2 Modèle local

Le modèle local dé�nit l'intéraction entreune tâcheet sestableaux opérandeset résultats.
Il est dé�ni sous forme d'un graphe où chaque tableau opérande et résultat est relié à la
tâche de ce modèle. La façon dont cette dernière consomme et produit les tableaux qui lui
sont associéspeut être analysée à travers chaque couple tâche - tableau. De tels couples
sont appelés demi-tâche. Un modèle local comporte également un tiler par demi-tâche (cf
�gur e 1.14), nous découvrir ons un peu plus loin le rôle de cestilers.

TableauTâche

FIG. 1.13:Le niveau global

TilerMotifTableauTâche

FIG. 1.14:Le niveau local

Notion de motif : soit un couple tâche(T1) - tableau (A1), si A1 estun tableau d'entrée, T1
va alors prendre un sous ensemble �ni des éléments de A1, puis va effectuer un traitement
dessus. De façon similair e, si A1 estun tableau de sortie alors T1 va lui fournir un ensemble
�ni d'éléments qu'elle vient de calculer. Ce sous-ensembleestappelé motif (pattern)(M 1).

Puis l'opération recommence,T1 va choisir ou fournir un nouveau motif, mais cedernier
devra êtreobligatoir ement de forme identique au premier. La forme d'un motif estdonc �xée
pour chaquedemi-tâche (cf �gur e 1.15).

À chaque couple tâche - tableau est également associéun tiler. Ce dernier contient les
informations nécessaires pour répondr e aux questions suivantes : comment le motif est-il
construit ?,comment la tâchepasse-t-elled'un motif au suivant ?

Cesinformations sont :
– −→o : la position du premier élément du premier motif ;
–

−→
d : la taille des dimensions du motif (M 1) ;

– P : la matrice de pavage;
– F : la matrice d'ajustage ;
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Juste

Premier motif

Deuxième motif

Faux

FIG. 1.15:Deux exemplesde motifs

– −→m : la taille des dimensions du tableau (A1).
L'utilisation des cesdonnéesreposesur les notions d'ajustage et de pavage.

Notion de pavage : pour énumérer les motifs, chaque demi-tâche dispose via son tiler
d'une matrice de vecteurs de pavage (paving)) et d'un point de départ appelé origine (ori-
gin). À partir de cesdeux éléments, il est possible de calculer les premiers points de chaque
motif. Les coordonnées de cespoints sont calculéescomme la somme des coordonnées de
l'origine et d'une conbinaison linéaire des vecteurs de pavage, le tout modulo la taille du
tableau puisque les tableaux A RRAY-OL sont toriques6 (cf équation 1.5).

∀−→xq;
−→
0 ≤ −→xq <

−→
Q;−→r q = (−→o + P ×−→xq) mod −→m (1.5)

Exemple : Si on dispose d'un tableau à deux dimensions avec comme point d'origine
( 0

0 ) et comme matrice de pavage ( 2 0
0 3 ) alors les motifs commenceront aux points montrés

sur la �gur e 1.167.

Notion d’ajustage : Grâceau pavage, nous connaissonsle premier point de chaque motif
(−→r ) et grâceau tiler, nous connaissonsla taille de chacunede sesdimensions (

−→
d ). Il est facile

de penser qu'il suf�t de positionner le motif sur chacun des premiers points et de prendre
comme autrespoints les élémentsdu tableau ainsi délimité.

Mais il n'en est rien et cecipour deux raisons :
– premièrement parce que deux éléments consécutifs du motif ne sont pas forcément

contigus sur le tableau (cf �gur e 1.18page 24). Pour passerd'un élément à un autre,
nous utiliser ons une matrice d' ajustage (�tting) ;

6�!Q est le vecteur des bornes de pavage, son calcul est expliqué section 1.3.2.3page 26 , car il ne dépend pas
d'une seule relation tâche - tableau, mais de toutes cesrelations.

7La �gur e montr e les points de départ des dif férents motifs obtenus par itération sur la matrice de pavage.
Mais l'or dre d'obtention de cespoints ne constituent en rien une obligation pour un quelconque modèle d'exé-
cution.
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Points issus de l'it�ration sur le deuxième vecteur

Points issus de l'it�ration sur les deux vecteurs

Point origine

Points issus de l'it�ration sur le premier vecteur

FIG. 1.16:Exemple d'itérations

– deuxièmement parce que la forme du motif, c'est-à-dire son nombre de dimensions,
ne correspond en rien à celui du tableau. En effet, un motif peut avoir plus, autant ou
moins de dimensions que le tableau (cf �gur e 1.18).

Ainsi, l'utilisation de la matrice d'ajustage s'effectue de manière similair e à celle de la
matrice de pavage. Les éléments d'un tableau constituant un motif sont calculés comme la
somme descoordonnéesdu premier élément de cemotif et d'une combinaison linéaire de la
matrice d'ajustage, le tout modulo la taille du tableau puisque les tableaux A RRAY-OL sont
toriques (cf équation 1.6).

∀−→xd;
−→
0 ≤ −→xd <

−→
D ; (−→r q + F ×−→xd) mod −→m (1.6)

Exemples : Quelques exemples simples sont donnés sur la �gur e 1.17 : le dernier de
cesexemplesmontr e qu'il ne faut pas confondre le motif et la boîte englobante des éléments
constituant cemotif, un motif est toujours compact.

La �gur e 1.18 aborde un casplus complexe : supposons que nous ayons comme tableau
un vecteur avec comme origine des itérations ( 0 ) et comme motif associéun tableau bidi-
mensionnel de taille ( 3

2 ). Dans le premier cas,la matrice d'ajustage est ( 1 3 ), chaquevecteur
d'ajustage va servir à remplir une dimension du motif. Le nombre d'itérations sur un vec-
teur est égal à la taille de la dimension qu'il permet de remplir . On s'aperçoit donc qu'il est
possible d'avoir plus de dimensions dans le motif que dans le tableau. Dans le deuxième cas,
la matrice d'ajustage est ( 2 6 ), en déroulant les itérations, on voit que les élémentsdu motif
ne sont pas issusd'éléments consécutifsdu tableau.

En�n, dernière idée préconçue dont il faut semé�er , les élémentsdu tableau constituant
le motif ne forment pas nécessairement une forme géométrique régulière (un parallélépi-
dède n-dimensionel) comme le montr e la �gur e 1.19. On peut en complexi�ant la matrice
d'ajustage atteindr e des formes quasi circulaires.Cependant, il ne s'agit que de casd'école,
les applications viséespar A RRAY-OL ne nécessitantpas de formes aussi complexes.
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FIG. 1.17:Exemplessimples d'ajustage
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FIG. 1.18:Exemplesd'ajustage
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FIG. 1.19:Exemples complexesd'ajustage
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Conclusion : résumons nous, pour dé�nir une relation tâche - tableau, il faut l'origine,
la matrice de pavage, le motif et la matrice d'ajustage. L'interaction entre cesdonnées est
très simple : on prend l'origine comme point de départ, on itère les vecteurs d'ajustage
pour construir e le motif que l'on passeà la tâche,puis on itère les vecteurs de pavage pour
connaître le nouveau point de départ. La seule limitation induite par ce systèmeest que les
tâchesdoivent consommer et produir e les tableaux de manière régulière avecdes motifs de
taille constante.Toutes cesexplications tiennent en deux équations. L'équation 1.7donne les
coordonnées des origines du motif et l'équation 1.8donne l'ensemble des coordonnées des
points du motif pour l'itération X q.

∀
−→
X q;

−→
0 ≤

−→
X q <

−→
Q; (

−→
O + P ×

−→
X q) mod −→m (1.7)

∀
−→
X d;

−→
0 ≤

−→
X d <

−→
D ; (

−→
O + P ×

−→
X q + F ×

−→
X d) mod −→m (1.8)
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FIG. 1.20:Dif férentesrépétitions

La �gur e 1.20illustr e la combinaison du pavage et de l'ajustage en montrant deux répé-
titions successives.

1. Un casbasique.

2. Les consommations des motifs ne sont pas nécessairement parallèles aux axes.

3. Deux motifs successifsqui s'entrecroisent.

4. Deux motifs successifsqui sechevauchent.

5. Un tableau torique avecune origine qui n'est pas à ( 0
0 ) mais à ( 2

0 ).

Connaissant les relations entre la tâche et chacun de sestableaux, il nous faut découvrir
comment cesrelations interagissent, mais également comment elles permettent de détermi-
ner les bornes du pavage.

1.3.2.3 Vision globale de la tâche.

Nous nous intéressonsdorénavant à la tâchedans saglobalité. À ceniveau, il existe une
corrélation entre tous les pavages. En effet la tâchepour réaliser le traitement qui est le sien
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à besoin d'un motif de chaque tableau opérande pour produir e un motif de chaque tableau
résultat. Il y a donc partout le même nombre d'itérations de pavage et par conséquent le
même nombre de vecteurs. Les itérations de pavage jouent le rôle de « métronome » dans
une tâche, chacune marquant une exécution de la tâche. Il est donc possible d'associer à
chaque itération les motifs produits et consomméspar la tâche.

Critères d’arrêt. Le calcul du nombre d'itérations est problématique, les tableaux étant to-
riques il estpossible de les parcourir indé�niment. Cependant il suf�t de produir e l'intégra-
lité des résultats pour considérer que le rôle de la tâcheest terminé. En effet, A RRAY-OL est
un langage à assignation unique : les élémentsdes tableaux résultats sont calculésune seule
fois.

Donc, essayonsde calculer les bornes de pavage à l'aide d'un tableau résultat. Il suf�t
de trouver le nombre d'itérations minimum pour le remplir . Mais nouveau problème, le
calcul n'est pas linéaire à causedu modulo. Ceci va entraîner une nouvelle simpli�cation
du modèle qui consiste à interdir e le modulo pour les tableaux résultats. Il en découle que
les vecteurs de pavagessont nécessairement parallèles aux axeset par construction que les
vecteurs d'ajustages le sont aussi.

Le calcul desbornesestainsi rendu possible et il estdécrit en détail dans la section 1.3.2.3.
Toutefois ce n'est pas tout : les vecteurs d'ajustage et de pavage doivent être positifs. Ceci
peut s'expliquer par l'obligation d'avoir cettepropriété pour certainesdémonstrations. Il en
résulte que l'origine est forcement le premier élément du tableau. Il està noter qu'une borne
peut être in�nie si elle s'applique à un vecteur pavant une dimension in�nie.

Une demi-tâche répondant à tous cescritèresest dite « exacte ». Celle choisie pour effec-
tuer le calcul doit être marquée comme « maître » (master)dans la description A RRAY-OL et
il s'agit obligatoir ement d'une demi-tâche résultat.

Exemple. Nous allons illustr er par l'exemple du produit de matrice la nécessitéd'avoir
le même nombre d'itérations de pavagespour toutes les demi-tâches.Soit A1 une matrice 3
x 5 et A2 une matrice 5 x 2, on calcule le produit A1 × A2 = A3 avec A3 de taille 3 x 2. La
�gur e 1.21 montr e la description de cette tâche.

Cet exemple montr e la nécessitépour une tâche d'avoir le même nombre de vecteurs et
les mêmesbornes pour le pavage alors que le produit de matrices ne seconçoit pas a priori
avec deux vecteurs de pavage par tableau opérande. D'ailleurs on peut voir l'itération sur
un vecteur comme une « astuce».

Cet exemple montr e, en outre, une limitation majeure d' A RRAY-OL : il n'est possible de
traiter uniquement que des matrices de taille connue statiquement. Ce produit n'est donc
pas générique et il est nécessaire d'en spéci�er un nouveau pour multiplier deux matrices
de tailles dif férentes.(Les bornes d'ajustage ne seraient plus les mêmes).

Calcul du Critère d’arrêt. Le calcul des bornes des itérations de pavage (
−→
Q) s'effectue

de la manière suivante :
– on classeles vecteurs de pavage par groupe de vecteurs colinéaires(cequi correspond

à un groupe par dimension) ;
– on trie par ordrecroissant chacunde cesgroupes en fonction de la norme desvecteurs;
– �nalement, on obtient la borne de pavage d'un vecteur en divisant la norme de son

successeurpar la propre norme de cevecteur. Le plus grand vecteur d'un groupe uti-
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FIG. 1.21:Le produit de matrice

Calcul des bornes d'itération de pavage

Soit un tableau tri-dimensionnel de taille :
�

64
200
125

�
et sa matrice de pavage associée :

�
32 0 1 0 0 0 8 0
0 1 0 0 50 5 0 0
0 0 0 25 0 0 0 1

�
. Pour calculer les bornes associées aux vecteurs, on procède en 3 étapes :

– On groupe les vecteurs colinéaires :
�

32 1 8
0 0 0
0 0 0

� �
0 0 0
1 50 5
0 0 0

� �
0 0
0 0
25 1

�

– On les classe ensuite par ordre croissant en fonction de leur norme :�
1 8 32
0 0 0
0 0 0

� �
0 0 0
1 5 50
0 0 0

� �
0 0
0 0
1 25

�

– On effectue les divisions des normes pour obtenir les bornes : ( 8 4 2 ) ( 5 10 4 ) ( 25 5 )
On obtient ainsi les bornes de pavages qu'il faut réassocier à chaque vecteur.

Finalement Q =

0

B
@

2
5
8
5
4
10
4
25

1

C
A

lise la taille de la dimension qui correspond à ce groupe comme norme du vecteur
suivant.

Un exemple de mise en œuvre de cet algorithme est donné dans l'encadré page 27.

1.3.2.4 Tâches hiérarchiques

Pour l'instant nous avons simplement considéré les tâches comme de simples « boîtes
noires » qui effectuent un traitement prédéterminé. Mais ce n'est pas toujours le cas, les
tâchespeuvent êtrehiérarchiques,c'est-à-direqu'elles peuvent êtreellesmêmesdesapplica-
tions A RRAY-OL avecleur modèle local et leur modèle global. Ellesprennent respectivement
dans cecascomme tableaux d'entrée et de sortie lesmotifs opérandeset résultats de la tâche
supérieure.On distingue ainsi les tâchesélémentaires(TE) et hiérarchiques.On remarquera
que la forme des motifs peut amener à avoir des tâcheshiérarchiques qui consomment des
tableaux à n dimensions dans la partie supérieure et à m dimensions dans la sous-tâche.

27



1. SPÉCIFICATION M ULTIDIM EN SION N ELLE

1.3.3 Modèlisation d'une application

Nous venons de voir les principes théoriques d' A RRAY-OL. Ces principes ne sont pas
compliqués, cependant la modélisation d'une application en A RRAY-OL n'est pas nécessai-
rement simple.

Le problème vient principalement du remplissage des tilers, il faut indiquer pour cha-
cun : l'origine, les dimensions du motif, la matrice de pavage et la matrice d'ajustage. En
dehors du fait que cette étape peut s'avérer longue et fastidieuse, l'élaboration ou même
l'interprétation des matrices de pavage et d'ajustage resteun passagedif �cile surtout pour
le néophyte.

Mais il estheureusementpossible de véri�er la validité des tilers par l'utilisation d'égali-
tésmathématiques simples et par le truchement de la représentation graphique desdonnées
qu'ils contiennent.

1.3.3.1 Égalités mathématiques

À partir de la dé�nition des constituants du tiler, il est possible d'établir un certain
nombre d'égalité permettant de véri�er rapidement la validité « syntaxique » de cesconsti-
tuants.

– le nombre de ligne des matrices de pavage et d'ajustage (P et F ) et le nombre de di-
mensions du vecteur origine (

−→
O) doivent être égaux au nombre de dimensions du

tableau (−→m) ;
– le nombre de colonnesd'une matrice d'ajustage (F ), c'est-à-dire le nombre de vecteurs

dont elle est constituée, doit être égaleau nombre de dimensions du motif (
−→
d ) 8 ;

– le nombre de colonnes des matrices de pavage (P), c'est à dir e le nombre de vecteurs
dont elles sont constituées,doit être le même pour toutes les matrices d'un même mo-
dèle local ;

– il ne doit y avoir qu'une seuledemi-tâche maîtressepar modèle local ;
– dans le casd'une demi-tâche maîtresse,l'origine doit être le point de coordonnées(

−→
0 )

et chaquevecteur de pavage et d'ajustage ne doit contenir qu'un seul élément non nul.
La véri�cation effectuée n'est donc que « syntaxique », rien ne prouve en effet que cesma-
trices désignent les points que le concepteur de l'application voulait référencer.

1.3.3.2 ARRAY-OL exemple

A�n d'ef fectuer une véri�cation « sémantique », j'ai proposé l'élaboration d'un logiciel
facilitant le remplissage des tilers. Ce logiciel, nommé « A RRAY-OL exemple », guide pas à
pas le modeleur dans la saisiedesdif férentesdonnéeset permet à chaqueétapede visualiser
dans un environnement 3D le résultat de la saisie.Bien que plusieurs études [[8,22]] aient été
lancéesdans l'équipe WEST sur cesujet, l'implémentation proposéeici est la première à être
réellement fonctionnelle.

A�n de permettr e la réalisation de ce logiciel, j'ai encadré plusieurs stagesen master 1
et 2. La version �nale qui est actuellement redistribuée sur le site9 de l'équipe WEST a été
réaliséepar Jérome Coppens et Christo�e Mou�in.

8Seul casparticulier , si le motif est constitué d'un seul élément, il n'y a pas de matrice d'ajustage.
9http ://www .li�.fr/west/aoltools/
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Son fonctionnement reposesur la saisiedes donnéesdir ectement grâce à un environne-
ment de forme vectorielle ou matricielle. Cet environnement s'adapte automatiquement en
fonction des informations préalablement entrées.Ainsi, il faut d'abord saisir les dimensions
du tableau, ce qui indique donc le nombre de lignes pour les matrices de pavage et d'ajus-
tage. Le nombre de dimensions du motif indique lui le nombre de colonne pour la matrice
d'ajustage.On peut de cettefaçon appliquer toutes lesrèglesde la véri�cation « syntaxique ».

De plus, dès que l'utilisateur valide une donnée, il visualise immédiatement dans l'en-
vir onnement 3D l'ef fet produit. La �gur e 1.22montr e la saisie d'une matrice d'ajustage, la
partie gauche représenteles élements du tableau désignéspar la matrice et la partie droite
représentele motif. La �gur e 1.23 montr e l'ensemble des élémentsconstituant les dif férents
motifs (les origines sont en rouge vif).

Toutefois, il n'est pas possible de visualiser des tableaux à plus de trois dimensions. Il
serait cependant envisageablede contourner le problème en proposant une projection para-
métrable des dimensions.

FIG. 1.22:Saisiede l'ajustage

1.3.4 Modèles d'exécution

Nous allons maintenant analyser les dépendancesqui régissent l'exécution d'une appli-
cation et aussi suivant quels modèles cetteexécution peut sedérouler.

Une première méthode est d'employer un modèle totalement séquentiel dans lequel les
tâchessont exécutéesles unes après les autreset où pour chaquetâche les motifs sont égale-
ment calculéssuccessivement.Ce modèle a deux problèmesmajeurs :

– les �ux in�nis bloquent le déroulement de l'exécution, en effet la première tâchequi a
une borne de pavage in�nie seraexécutéesans�n ;
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FIG. 1.23:Ensembledes motifs

– dans ce modèle, tous les tableaux intermédiair es sont produits, ils occupent donc de
la place en mémoire, ce qui est particulièr ement vrai dans le cadre du traitement du
signal.

Un modèle d'exécution parallèle ne change pas grand chosebien qu'il béné�ce du fort
degré de parallélisme exprimable par A RRAY-OL. En effet seule l'exécution au sein d'une
tâche est accélérée.Mais il n'est pas possible d'exécuter simultanément deux tâchesqui ont
un ou des tableaux communs. En effet les motifs résultats de la première ne sont pas force-
ment identiques aux motifs opérandesde la deuxième (cf �gur e 1.24).

La solution serait de ne produir e que le nombre de motifs résultats nécessairespour exé-
cuter au moins une itération de la tâchesuivante. Ainsi les tableaux intermédiair esentre ces
deux tâchesne seraient plus stockésdans leur intégralité, on gagnerait de la place mémoire
et on résoudrait le problème du �ux. De plus on gagnerait un niveau de parallélisme car
il serait possible de calculer simultanément plusieurs motifs. On aurait ainsi un modèle mi-
pipeline mi-data-parallèle. L'obtention d'un tel modèle estdécrit dans le chapitre 4.2page99.

Cependant on peut d'or es et déjà objecter que dans une con�guration telle que la suc-
cessionde deux produits de matrice, la production du premier résultat ligne par ligne et sa
consommation colonne par colonne bloque toute velléité de mise en pipeline. Cettesituation
problématique estnommée cornerturn (cf �gur e 1.24).
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T1 T2

Tableau A

Motif résultat
Motif opérande

de la première tâche
de la deuxième tâche

FIG. 1.24:Exemple de « cornerturn »

1.3.5 Conclusion

La présentation que nous venons de faire montr e qu' A RRAY-OL est parfaitement bien
adapté à la modélisation des applications du traitement du signal systématique. Cependant
l'absencede modèle de calcul ou de formalisme mathématique laisse entrevoir la dif �culté
de la compilation.

1.4 Comparaison d' A RRAY-OL et de GM D SD F

Comme nous venons de le voir GM DSDF et A RRAY-OL sont les seuls modèles existants
permettant une description de haut niveau des applications multidimensionnelles pour le
traitement du signal systématique. Le lecteur aura pu se faire une première idée sur ces
deux modèles grâce à la lecture des sectionsprécédentes,mais leur complexité n'aide pas à
se faire une idée concrètede leur utilisation. C'est pourquoi nous proposons ici, une étude
comparéede A RRAY-OL et de GM DSDF que sesoit du point de vue pratique que du point de
vue théorique.

1.4.1 Comparaison sur un exemple

Pour illustr er l'utilisation de GM DSDF et A RRAY-OL nous allons étudier la modélisation
d'une application type. Le choix de l'application s'est porté sur un exemple utilisé par Lee
et Murthy dans leurs articles [[49,51,50]] parlant de GM DSDF. Cet exemple est lui-même issu
d'un autre article traitant de la conversion de signal video [[44]].

1.4.1.1 Analyse d’un signal video

Un signal video peut aisementêtreconsidérécomme multidimensionnel, la hauteur et la
largeur d'une image sont lesdeux premièresdimensions et le temps estla troisième.L'échan-
tillonnage d'un signal video sefait traditionnellement sur deux dimensions et garde la troi-
sième intacte. Ainsi la longueur est gardée intacte, mais la hauteur et le temps sont échan-
tillonnés. En effet les calculs s'effectuent toujours sur des groupes de lignes appartement à
une image et sur leur évolution à travers le temps.

Nous allons donc manipuler des ensemblesde lignes qui se suivent que se soit vertica-
lement sur une même image ou temporellement sur des images qui sesuccèdent.La repré-
sentaion est donc bidimensionnelle avec comme abscissele temps et comme ordonnée la
hauteur d'une image. Un point du plan ainsi dé�ni est une ligne d'une image. De part sa
construction, ceplan est quali�é de « temporo-vertical ».
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De plus le signal traité est un signal de télévision, sa fréquence est donc de 50Hz, il
comporte 625 lignes par image et il est interlacé ce qui signi�e qu'une image est en réalité
constituée de deux images successiveschacune comportant seulement la moitié des lignes.
Ce signal est réprésentésuivant le plan « temporo-vertical » par la �gur e 1.25.

T=1/50s

temps

FIG. 1.25:Réprésentationd'un signal TV sur le plan « temporo-vertical »

1.4.1.2 Description de l’application

L'application qui nous concerne convertit un signal au format 4=3 en 16=9. La hauteur
d'une image est noté Ph et sa largeur Pw ce qui donne Ph = 3

4Pw pour le format 4=3 et
Ph

0 = 9
16Pw pour le format 16=9. On note également dy et dy

0 la distance entre deux lignes
du signal respectivement pour les formats 4=3 et 16=9 (cf �gur e 1.26). Comme le nombre
d'image N = 625restele même dans les deux formats, on peut écrire :

dy
0 =

Ph
0

N
=

9
16

Pw

N
=

3
4

Ph

N
=

3
4

dy (1.9)

position d'une ligne si le format est 4/3

position d'une ligne si le format est 16/9

temps
Pw

Ph

dy
0

dy

Ph
0

T = 1/50s

FIG. 1.26:Representation des formats 4=3 et 16=9 sur le plan « temporo-vertical »
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Une des possibilités pour faire la conversion estde prendre 3=4 des lignes des images au
format 4=3, de les interporler a�n d'obtenir des lignes intermédiair espour garder le nombre
de lignes constant et d'obtenir ainsi les 625lignes de l'image au format 16=9.

Dans l'article [[44]], les auteurs proposent de pratiquer cette conversion en trois étapes:
deux interpolations successives,elles-mêmessuivies par un « décimateur » (cf �gur e 1.27).
Lesdeux interpolations sont utilisées pour générer des lignes intermédiair esen fonction des
lignes d'entrées. Le « décimateur » ne fait que sélectionner625lignes parmi toutes cellespro-
duites par les interpolations. La description de l'application présente dans l'article indique
que la première interpolation consomme11×5 lignes et en produit 4 verticalement et que la
deuxième en consomme3 verticalement et en produit 2 toujours verticalement. On apprend
également que dans chaque interpolation les donnéesconsomméesserecouvrent d'une ité-
ration à l'autr e. « décimateur », quant à lui, ne fait que garder une ligne sur six ; mais il
recréel'interlacement en effecutant un décalagede 3 lignes une fois sur deux. L'application
est représentéepar la �gur e 1.27.

625/2:1/50

Nombre de lignes / Interpolation / Fr�quence

1250/1:1/50

Interpolation
Filtre FIR

Interpolation
Cosinus sur�lev�

625/2:1/502500/1:1/50

Decimateur

Format 16/9Format 4/3

FIG. 1.27:L'application de conversion 4=3 en 16=9

1.4.1.3 L’application en GM D SD F

La modélisation de l'application est à priori une suite de cinq tâches : une source qui
« émet » le signal, suivit de deux interpolations, puis d'un « décimateur » et en�n d'une
dernière tâche qui reçoit les données. Mais comme les interpolations ajoutent des lignes et
donc changent le treillis comme le montr e la �gur e 1.27, il faut rajouter deux « expandeurs »
avant chaque interpolations. La modélisation comporte désormais sept tâches.Cependant
pour ne pas alourdir les calculs qui vont suivr e, les deux interpolations ne sont pas repré-
sentés (cf �gur e 1.28). Si cela n'avait pas été le cas, notre modélisation comporterait sim-
plement deux tâches supplémentair es consommant et produisant des rectanglesde tailles
respectives: (11; 5), (1; 4) et (1; 3), (2; 3).

S L1 L2 M

A B C

T

FIG. 1.28:L'application en GM DSDF
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Calcul des matrices exemples : À l'aide de l'équation 1.9page 32et de la �gur e 1.27, il est
facile de déduir e la valeur desmatrices exemplespour les treillis du graphe. La construction
de la première de cesmatrices (VSA) s'effectue de la manière suivante :

– on prend comme premier vecteur
�

2Tf

0

�
a�n de pouvoir sedéplacer horizontalement

d'une ligne sur deux ;

– on utilise ensuite un autre vecteur de valeur
�

Tf

dy

�
pour effectuer le décalagevertical

dû à l'interpolation.
En appliquant une démarche similair e, on obtient :

VSA =
�
2Tf Tf

0 dy

�
; VAB =

�
Tf 0
0 dy=2

�
; VBC =

�
Tf 0
0 dy=4

�
; VCT =

�
2Tf Tf

0 3dy=4

�
(1.10)

Calcul des matrices d’« expansion » et de « décimation » : Puis en combinant les matrices
exemples,que nous venons d'obtenir , à l'aide de l'équation 1.3page 16, on calcule la valeur
desmatrices d'« expansion » et de « décimation ». On prend Tf = 1 et dy = 1 pour simpli�er
ce qui n'affecte en rien les calculs puisque Tf et dy servent uniquement d'unité du plan
« temporo-vertical ».

L 1 = V � 1
ABVSA =

�
1=Tf 0

0 2=dy

� �
2Tf Tf

0 dy

�
=

�
2 1
0 2

�

L 2 = V � 1
BCVAB =

�
1 0
0 2

�

M = V � 1
BCVCT =

�
2 1
0 3

�

Calcul des rectangles de données : Maitenant que les matrices dé�nissant l'application
sont déterminées. Il resteà calculer les rectanglesde donnéesconsomméeset produites par
chaque tâche a�n de pouvoir obtenir ensuite l'or donnancement de l'application. Le calcul
estaisépour les deux « expandeurs » et le « décimateur » (cf section 1.2.2.2page 14).

|det(L 1)| = 4 = 2× 2; |det(L 2)| = 2 = 1× 2; |det(M )| = 6 = 3× 2

Seul le rectangle dé�nissant la quantité de données émises par la source reste à calcu-
ler. Lee postule dans [[50]], sansaucune sorte d'explications, que la source produit toutes les
points du treillis setrouvant dans les deux premières lignes et les seizepremièrescolonnes.
Par construction (cf �gur e 1.27), il est facile de voir que la source produit un rectangle de
2× 8. Ce résultat est également démontrable en multipliant l'inverse de la matrice example
du treillis et la matrice ( 2 0

0 16 ) cequi donne la matrice support de la source; on en déduit en-
suite lespoints du treillis qu'elle produit. La �gur e 1.29 rassembleles rectanglesde données.

Cependant la description de l'application n'est pas encore �nie puisqu'il nous faut cal-
culer l'or donnacement avant d'avoir les matrices supports.

Calcul de l’ordonnancement : À l'aide de tous les rectangles,on résout le systèmed'équa-
tion servant à déterminer l'or donnancement. On obtient alors le résultat suivant :
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S L1 L2 M T

CA B

(2, 8) (1, 1) (1, 1) (1, 2) (3, 2) (1, 1)(2, 2) (1, 1)

FIG. 1.29:Les rectanglesde données

2rS,1 = 1rA,1; 8rS,2 = 1rA,2

2rA,1 = 1rB,1; 2rA,2 = 1rB,2

1rB,1 = 3rC,1; 2rB,2 = 2rC,2

1rC,1 = 1rT,1; 1rC,2 = 1rT,2

Le systèmed'équations

rS,1 = 3; rS,2 = 1

rA,1 = 6; rA,2 = 8

rB,1 = 12; rB,2 = 16

rC,1 = 4; rC,2 = 16

La solution de cesystème

Calcul des matrices supports : Nous pouvons en�n calculer les matrices supports et vé-
ri�er , comme nous l'avons vu dans la section 1.2.3.2page 17, que le choix du rectangle de
données pour le « décimateur » était correct. Le calcul des matrices supports s'effectue en
utilisant l'équation 1.3 page 16 avec la matrice support de la source. Dans notre exemple,
nous avons dit que la source produisait des points dans le rectangle ( 2 0

0 16 ), on peut alors
écrire en seréférant à l'équation 1.3page 16 :

WSA = V � 1
SA

�
2 0
0 16

�
=

1
2

�
1 −1
0 2

� �
2rS,1 0

0 16rS,2

�
=

�
rS,1 −8rS,2

0 16rS,2

�

On calcule ensuite les autresmatrices supports.

WAB = L 1:WSA =
�
2 1
0 2

� �
rS,1 −8rS,2

0 16rS,2

�
=

�
2rS,1 0

0 32rS,2

�

WBC = L 2:WAB =
�
1 0
0 2

� �
2rS,1 0

0 32rS,2

�
=

�
2rS,1 0

0 64rS,2

�

WCT = M � 1:WBC =
�
1=2 −1=6
0 1=3

� �
2rS,1 0

0 64rS,2

�
=

�
rS,1 −32=3rS,2

0 64=3rS,2

�

On peut maintenant véri�er la validité du rectanglede données.

|N (WCT )| =

�
�
�
�
N (WBC )
det(M )

�
�
�
�

|N (WCT )| =
64
3

rS,1rS,2 = 64
�
�
�
�
N (WBC )
det(M )

�
�
�
� =

|128rS,1rS,2|

6
= 64

Notr e choix était donc valide, l'application esten�n dé�nie.
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Remarque : Pour écrire cet exemple de modélisation d'applications en GM DSDF, j'ai dû
refaire les calculs de Lee et Murthy . J'ai alors découvert que le calcul du déterminant de
la matrice WCT était faux. Cette erreur oblige Lee et Murthy à reconsidérer le rectangle de
donnéesdu « décimateur » et à effectuer d'autr escalculs qui sont donc inutiles.

1.4.1.4 L’application en ARRAY-OL

Contrair ement à cequi a été fait pour GM DSDF, la modélisation en A RRAY-OL ne néces-
site pas l'ajout de tâchessupplémentair esutilisées pour manipuler le treillis. Ainsi le modèle
global comporte seulement trois tâches: les deux interpolations et le « décimateur ».

A RRAY-OL gèredestableaux et non des treillis de points, hors la réprésentation du treilis
de l'application par un tableau implique la présencede casevide dans ce tableau. Or ces
casessont totalement arti�cielles, elles ne sont représentéesni dans le �ux ni en mémoire,
les données du tableau sont contiguës. Nous pouvons considérer la modélisation du �ux
comme un tableau dont la hauteur ne serait pas de 625lignes mais de 625

2 lignes.
La modélisation des modèles locaux est relativement simple et se basesur les informa-

tions présentesdans la section 1.4.1.2page 32. Les donnéesde la partie opérande de la pre-
mière interpolation s'obtiennent par le raisonnement suivant :

– le tableau : la dimension temporelle est de taille in�nie et la dimension verticale com-
porte 313lignes puisque nous avons compacté le tableau ; �nalement, le tableau estde
taille ( 1

313 ) ;
– le motif : la description de l'application nous donne un motif de taille ( 11

5 ) ;
– l'origine : on commence l'interpolation dès la première ligne du signal, donc on a ( 0

0 )
comme origine ;

– l'ajustage : la matrice d'ajustage est ( 1 0
0 1 ) car tous les points du motif sont contiguës ;

– le pavage : la matrice de pavage est ( 0 1
1 0 ) puisque le tableau a été compacté.

De façon similair e on construit le reste de la première interpolation et l'intégralité de la
deuxième. Les résultats sont donnés dans le tableau 1.30.

Tableau Motif Origine Pavage Ajustage

Interpolation 1
(opérande)

�
∞
313

� �
11
5

� �
0
0

� �
1 0
0 1

� �
0 1
1 0

�

Interpolation 1
(résultat)

�
∞

1250

�
�
4
�

�
0
0

� �
1 0
0 4

� �
0
1

�

Interpolation 2
(opérande)

�
∞

1250

�
�
3
�

�
0
0

� �
1 0
0 1

� �
0
1

�

Interpolation 2
(résultat)

�
∞

2500

�
�
2
�

�
0
0

� �
1 0
0 2

� �
0
1

�

FIG. 1.30:Modélisation de l'application en A RRAY-OL

Seule la décimation est un plus complexe. Sapartie consommation prend un point sur
trois dans chaque colonne, mais surtout elle effectue un décalage de trois points une fois
sur deux pour pouvoir recréer l'interlacement (cf �gur e 1.27page 33). La construction de la
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matrice de pavage se fait selon le raisonnement suivant. Pour prendre les motifs verticale-
ment, on utilise un simple vecteur ( 0

6 ). Pour le déplacement horizontal le problème est plus
dif �cile, car il faut effectuer le décalage une fois sur deux. Ainsi on utilise deux vecteurs
de pavage supplémentair es( 1

3 ) et ( 2
0 ) au lieu d'un seul. Le premier vecteur est utilisé pour

effectuer le décalageen permettant un déplacement en diagonale. Le deuxième sert à sedé-
placer horizontalement (cf �gur e 1.31). Mais une telle modélisation impose que le premier
vecteur ait une limitation d'itération de deux car sinon le décalageaugmenterait d'une co-
lonne à l'autr e; on passeraitainsi d'un décalagede trois à un décalagede six, etc.De plus les
deux vecteurs entreraient en concurrencepour prendredesmotifs dans lesmêmescolonnes.

Cette limite de pavageestcalculéeà partir de la matrice de pavagede la partie résultat (cf
�gur e 1.31). Or cettedernière qui comporte, elle aussi, trois vecteurs peut être construite sur
le même principe. Le premier vecteur sert à produir e les motifs verticalement, le deuxième
à produir e les motifs horizontalement en passantd'une colonne pair à une colonne impair ,
alors que le troisième vecteur permet de passer d'une colonne pair à l'autr e. On obtient
P = ( 0 1 2

1 0 0 ). Le calcul des bornes de pavage nous donne bien 2 comme limite du vecteur
diagonale. En effet A RRAY-OL n'autorisant pas l'af fectation multiple, le calcul des bornes
limite les itérations sur le deuxième vecteur a�n qu'il ne rentre pas « en concurrence» avec
le troisième.

0 1 2 3
0
1
2
3
4
5
6

1

2500 Partie opérande

−→
d = (1) O =

�
0
0

�

F = () P =
�

0 1 2
6 3 0

�

0 1 2 3
0
1
2
3

1

313

Partie résultat

−→
d = (1) O =

�
0
0

�

F = () P =
�

0 1 2
1 0 0

�

FIG. 1.31:Modélisation du « décimateur »

Cet exemple montr e comment la modélisation en A RRAY-OL reste toujours très proche
de l'application. Aucune tâchesupplémentair en'est ajoutéearti�ciellement pour gérer tel ou
tel problème. L'ordonancement de l'application n'est pas abordé ici, nous verrons comment
ordonnancer une application dans le chapitre 4 page 99.
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1.4.2 Comparaison théorique

La comparaison théorique de GM DSDF et de A RRAY-OL doit sefaire en deux parties. Tout
d'abord, il faut comparer l'expr essivité desmodèles : peut-on représenterlesmêmesapplica-
tions en A RRAY-OL et en GM DSDF ?Puis il s'agit de comparer le calcul de l'or donnancement,
un ordonnancement en GM DSDF est il meilleur qu'en A RRAY-OL ?

1.4.2.1 Description des applications

Comment modéliser une application ? En premier lieu, rappelons quelles sont les étapes
nécessairesà la modélisation d'une application en GM DSDF et en A RRAY-OL :

Pour GM DSDF :
– création du graphe ;
– choix des matrices exemples, d'« expansion » et de « décimation » pour les tâches

spéciales;
– choix des rectanglespour les tâches« ordinair es»
– calcul de l'or donnancement ;
– calcul des matrices supports.
Pour A RRAY-OL :
– création du modèle global (qui n'est qu'un graphe) ;
– création des modèles locaux ;
– choix des matrices et des vecteurs pour chaquetiler ;
– calcul de l'or donnancement.
Le nombre d'informations à donner est bien plus grand pour A RRAY-OL : tous les tilers

doivent être complétés. Sachantqu'il y a approximativement deux tilers pour chaque arête
du graphe et qu'il y a trois vecteurs et deux matrices à spéci�er pour chaque tiler, on peut
estimer le nombre d'informations à dé�nir à dix fois le nombre d'arêtes. En revanche en
GM DSDF, il n'y a que 2 rectangles à dé�nir par arête plus une matrice pour chaque tâche
spéciale.L'avantage va indéniablement à GM DSDF même si A RRAY-OL permet de spéci�er
toutes les données d'un tiler à l'aide d'une interface graphique. La dif �culté de calcul des
donnéesn'est pas très élevéeni dans un casni dans l'autr e.

Mais problème majeur de GM DSDF, le modeleur doit êtrecapablede comprendre le calcul
de l'or donnancement et de le véri�er . En�n, A RRAY-OL distingue clairement la manipula-
tion de la structure des données (création, ajout ou suppressionde dimensions) et le calcul
sur les donnéeselles mêmes.GM DSDF modélise les « décimateurs » au même niveau que les
tâchesdédiées aux calculs comme une FFT, alors qu'en A RRAY-OL tout est pris en charge
par les tilers.

Quelles sont les limites d’une modélisation ? Bien que similair es, GM DSDF et A RRAY-OL
n'autorisent pas la modélisation des mêmesapplications.

La désignation des points à consommer ou à produir e ne se fait pas de la même façon
dans nos deux modèles.L'utilisation desmatrices support pour GM DSDF permet de désigner
des ensemblesde points de forme plus irrégulièr e qu'en A RRAY-OL. Ainsi, l'exemple de la
�gur e 1.32 n'est pas réalisable en A RRAY-OL. Nous ne sommes pas sûr que la désignation
de tels ensemblesde points représenteun avantage quelconque pour GM DSDF. En effet, il
est tout à fait possible de prendre une boite englobante pour effectuer la modélisation en
A RRAY-OL et surtout il ne nous estjamais arrivé de rencontrer destâchesayant besoind'une
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manipulation de donnéessemblable.De plus en A RRAY-OL, contrairement à GM DSDF il est
possible de désigner des ensemblesdisjoints de points comme sur le troisième exemple de
la �gur e 1.20page 25.

Parall�logramme d�ssin� par W

V =
�

1 0
0 1

�
W =

�
3 0
1 1

�

FIG. 1.32:Un exemple en GM DSDF irréalisable en A RRAY-OL

Un autre avantaged' A RRAY-OL sur GM DSDF est l'utilisation des tableaux toriques com-
me sur le cinquième exemple de la �gur e 1.20page 25. Il ne s'agit pas d'un « gadget » mais
d'une possiblité réellement intéressante,nous l'avons d'ailleurs utilisé dans plusieurs appli-
cations dont celle présentéesdans [[59]] où une desdimensions toriques réprésenteles sonars
setrouvant autour d'un sous-marin et où une autre représenteune dimension fréquentielle.
GM DSDF permet d'utiliser les « états » et les « délais » ce qui n'est pas le casd' A RRAY-OL.
Pourtant ils sont indispensables à l'établissement de calculs simples comme la somme de
vecteurs; mais nous verrons que leur utilisation avecA RRAY-OL estdif �cile.

Mais la dif férence la plus notable entre GM DSDF et A RRAY-OL est sans nul doute que
certaines des démonstrations servant de support aux principes de GM DSDF ne sont valides
que pour des applications ayant aux plus deux dimensions. A RRAY-OL fonctionne avecdes
applications multidimensionnelles sansrestrictions aucune sur le nombre maximum de ces
dimensions. M DSDF, lui, n'est pas limité du point de vue des dimensions, en revanche il ne
permet qu'une manipulation rudimentair e des données.

1.4.2.2 Calcul de l’ordonancement

Il est très dif �cile de comparer le calcul de l'or donnancement d' A RRAY-OL et de GM D-
SDF. GM DSDF estun langageà �ot de donnéesbasésur SDF, A RRAY-OL estun simple langage
de description. A RRAY-OL ne fournit donc aucune information sur son modèle d'exécution.
Or l'or donnancement doit s'adapter au modèle d'exécution.

En GM DSDF, calculer l'or donnancement est une tâche dif �cile. Le problème principal
vient des « décimateurs ». En effet il faut, pour cesderniers établir des contraintes dont la
validation reste complexe. Cependant on obtient un ordonnancement permettant une exé-
cution optimisée

En A RRAY-OL, l'utilisation du modèle d'exécution sous-jascentn'autorise qu'un ordo-
nancement basique où les tâchessont éxécutéesséquentiellement : chacuneattendant la �n
de l'exécution de la précédente. Toutefois, l'exécution d'une tâche peut s'effectuer en bé-
né�ciant du data-parallélisme du modèle. A RRAY-OL n'est donc pas aussi performant que

39



1. SPÉCIFICATION M ULTIDIM EN SION N ELLE

GM DSDF. Mais le chapitre 3 page 63décrit comment il estpossible de transformer une appli-
cation A RRAY-OL a�n d'optimiser son exécution.

1.4.3 Conclusion

A RRAY-OL et GM DSDF ont chacun leurs forceset leurs faiblesses.Ils ne sont d'ailleurs
pasen mesurede décrireexactementlesmêmesapplications. Mais A RRAY-OL sembleêtre le
plus simple à manier malgré le nombre important d'informations qu'il nécessite.En A RRAY-
OL, la manipulation de la structuredesdonnéeset lescalculs sur cesdonnéesne s'effectuent
pas au même niveau de modélisation et les phasesde modélisation et d'or donnancement
sont clairement séparées.Mais surtout A RRAY-OL est le seul à ne souffrir d'aucune limite
sur le nombre de dimensions cequi fait de lui le seul modèle réellement multidimensionnel.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la problématique de la modélisation des applica-
tions de traitement du signal systématique. Nous avons alors proposéle modèle �ot de don-
néespour effectuer cette modélisation. Puis nous avons présenté plusieurs langages basés
sur ce modèle �ot de données et nous avons vu qu' A RRAY-OL était particulièr ement bien
adapté. En�n, nous avons étudié la modélisation concrèted'une application.

Notr e motivation pour modéliser des applications de TSS était de réaliser les meilleur es
optimisations possibles,nous allons donc étudier l'optimisation desapplications A RRAY-OL
dans les chapitressuivants.
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Chapitre 2

Optimisation des applications
A RRAY-OL

-/.102-/314657-98:0;-<4:=>57-@?2-BADC>5
Proverbe chinois.

2.1 Introduction

Lorsque nous avons décrit A RRAY-OL dans le premier chapitre,nous avons vu qu'aucun
modèle d'exécution ne lui était associé.Pourtant nous devons exécuter les applications que
nous avons décrites, il faut donc que nous choisissions un modèle d'exécution. Mais un tel
choix est source d'interr ogations : quel est le modèle d'exécution le mieux adapté? doit on
limiter A RRAY-OL à un modèle d'exécution �xé comme pour SDF et sesdérivés ?

Les premiers travaux qui ont été menéssur l'exécution d' A RRAY-OL fournissent un en-
semble de réponses intéressantesà cesquestions. Cependant aucun de cestravaux ne par-
vienne àproposerune exécution optimale quel que soit le choix du modèle d'exécution. Mais
ils montr ent que modi�er l'application en fonction du modèle d'exécution permet d'amélio-
rer les résultats obtenus.

La première section de ce chapitre présente les travaux préliminair es qui ont été me-
néssur l'exécution desapplications A RRAY-OL. La deuxième section aborde dif férentesmé-
thodes pour modi�er les applications. En�n, dans la troisième section nous étudierons en
détails le formalisme qui a été retenu : les ODT.

2.2 Etude de l'exécution d' A RRAY-OL

Les premiers travaux sur l'exécution d'une application A RRAY-OL ont été réalisés par
Corinne Ancourt et François Irigoin dans le cadre d'une collaboration avec TUS [[5]] en 1997.
Ces travaux étudient l'or donnancement et le placement automatique d'une application sur
une architecture SPM D.

Ils proposent pour cela d'utiliser un modèle concurrent de programmation logique par
contrainte (CCLP) [[23, 32]]. Les contraintes sont établies à partir d'une formalisation de l'ar -
chitecture, de l'application et du placement. Il est ainsi possible de tenir compte d'un grand
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nombre de paramètres au cours de la formalisation : le nombre de processeurs,la taille de
la mémoire, la latence maximum entre les entréeset les sorties.. . Les contraintes sont pas-
séesà un solveur qui utilise un ensembled'heuristiques pour obtenir : un ordonnancement
des calculs, un placement de cescalculs sur les processeurset une gestion optimisée de la
mémoire.

Au �nal, cette méthode est capable de générer automatiquement un ordonnancement
séquentiel, pipeliné ou data-parallele, mais sanstoutefois garantir que cet ordonnancement
soit optimum. A�n d'amélior er la qualité des résultats, Ancourt et Iriguoin proposent de
restructurer l'application pour obtenir un plus haut degré de parallélisme et pour améliorer
la localité desdonnées.Lesoutils de transformations d'applications A RRAY-OL décrits dans
cette thèsepourraient donc être utilisés en aval de cescalculs d'or donnancement.

2.3 Etude de l'optimisation d' A RRAY-OL

Les travaux sur l'exécution desapplications A RRAY-OL sont dir ectement issusdesrésul-
tats de l'étude précédenteet sont à l'origine de la collaboration entre TUS et le LIFL. TUS avait
également pour motivation, en créant ce partenariat, de fournir aux concepteurs d'applica-
tions un outil d'optimisation qui restele plus compréhensible possible. En effet la transfor-
mation d'applications permet aux concepteurs de voir les optimisations tout en ayant une
compréhension parfaite puisque l'application resteexprimée en A RRAY-OL.

Ancourt et Iriguoin donnent plusieurs pistes [[11, 43, 57]] pour transformer une applica-
tion ; cespistes reposenttoutes sur l'utilisation des transformations de boucles.En effet il est
possible de représenter facilement une application A RRAY-OL par une successionde nids
de boucles. Cependant nous verrons que cette solution n'a pas été retenue, c'est un forma-
lisme conçu spécialementpour A RRAY-OL par TUS qui a étéchoisi. Toutefois, a�n de mieux
comprendre lesenjeux et lesdif �cultés de la transformation d'une application A RRAY-OL, je
présente ci-dessousune analyse de l'utilisation des transformations de boucles sur A RRAY-
OL.

2.3.1 A RRAY-OL sous forme de nids de boucles

Pour représenterune application A RRAY-OL en nids de bouclesnous allons d'abord étu-
dier la représentation d'un modèle local puis nous verrons comment enchaînercesreprésen-
tations pour former un modèle global.

2.3.1.1 Le modèle local

De façon schématique,un modèle local sedéroule de la manière suivante : à chaque ité-
ration de pavage une tâcheconsommedesdonnéesdans un tableau d'entrée, les range dans
un motif opérande, utilise ce motif pour calculer un motif résultat et range les éléments de
cedernier dans un tableaux de sortie. Les liens entre les élémentsd'un motif et les éléments
de son tableau associésont donnés par la notion d'ajustage. On peut modéliser ce fonction-
nement sous la forme de la formule (cf section 1.3.2.2page 23) :

∀−→x ;
−→
0 ≤ −→x <

−→
Q;∀−→y ;

−→
0 ≤ −→y <

−→
D ; (

−→
O + P ×−→x + F ×−→y ) mod −→m

Pour mémoire nous rappelons que −→x représente l'itération de pavage courante et −→y l'ité-
ration d'ajustage courante. On peut déduir e, à l'aide de cette équation, une représentation
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sous forme de nids de boucles de la construction d'un motif pour une itération de pavage
�xée :

Pour y1 Allant_de 0 A D1 Faire
...

Pour yn Allant_de 0 A Dn Faire
�!
i = (

�!
O + P � �!x + F �

�
y1
...
yn

�
) mod �!m;

5 Motif [y1, .., yn] = Tableau [
�!
i ];

FinPour
...

FinPour

Algorithme 2.1:Construction d'un motif

Puis en utilisant la description schématique du modèle local, on peut facilement extrapoler
sareprésentation sous forme de nids de boucles :

Pour x1 Allant_de 0 A Q1 Faire
...

Pour xf Allant_de 0 A Qf Faire
Pour yop,1 Allant_de 0 A Dop,1 Faire

5 ...
Pour yop,n Allant_de 0 A Dop,n Faire

�!
i = (

��!
Oop + Pop �

� x1
...
xf

�
+ Fop �

� yop; 1
...

yop;n

�
) mod � � !mop

MotifOpérande [yop,1, .., yop,n] = TableauDEntrée [
�!
i ];

FinPour
10 ...

FinPour
Motif_Résultat =Traitement ( Motif_Opérande );
Pour yres,1 Allant_de 0 A Dres,1 Faire

...
15 Pour yres,n Allant_de 0 A Dres,n Faire

�!
j = (

� � !
Ores + Pres �

� x1
...
xf

�
+ Fres �

� yr es; 1
...

yr es;n

�
) mod � � !mres

TableauDeSortie [
�!
j ] = MotifRésultat [yres,1, .., yres,n];

FinPour
...

20 FinPour
FinPour

...
FinPour

Algorithme 2.2:Un modèle local complet

Ce nid de boucles peut être décomposéen quatre parties distinctes :

1. les boucles pour représenter les itérations de pavage qui sont globales à la tâche : des
lignes no 1 à no 3 et des lignes no 21 à no 23.

2. lesbouclespour représenterles itérations d'ajustage opérande pour construir e le motif
opérande : des lignes no 4 à no 11.

3. le traitement du motif : ligne no 12

4. les boucles pour représenter les itérations d'ajustage résultat pour produir e le tableau
de sortie : des lignes no 13 à no 20.
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Cette représentation n'est toutefois pascomplète car nous n'avons pris en compte que les
tâchesn'ayant qu'un seul tableau opérande et qu'un seul tableau résultat. Dans le casd'une
tâche à tableaux multiples, il faudrait ajouter la représentation de l'ajustage de chacun des
autrestableaux. Ainsi, pour un tableau opérande l'insertion seferait entre les lignes no 11 et
no 12et pour un tableau résultat entre les lignes no 20 et no 21.

Mais celan'a que peu d'importance car le traitement qu'effectue la tâche (ligne no 12)ne
peut être modi�é. En effet les calculs réalisés par ce traitement consomment et produisent
toujours desmotifs identiques. On peut donc selimiter à une représentation du modèle local
sansajustagedans l'optique d'une manipulation par transformations de boucles.On obtient
ainsi la représentation généraliséesuivante :

Pour x1 Allant_de 0 A Q1 Faire
...

Pour xf Allant_de 0 A Qf Faire
�!
i = (

��!
Oop + Pop �

� x1
...
xf

�
) mod � � !mop

5 MotifOpérande [...] = TableauDEntrée [
�!
i ];

Motif_Résultat =Traitement ( Motif_Opérande );
�!
j = (

� � !
Ores + Pres �

� x1
...
xf

�
) mod � � !mres

TableauDeSortie [
�!
j ] = MotifRésultat [...];

FinPour
10 ...

FinPour

Algorithme 2.3:Un modèle local pour les transformations de boucle

2.3.1.2 Le modèle global

Ce dernier est simplement représenté comme une suite de modèles locaux, on obtient
donc une successionde nids de boucles pour représenterune tâche A RRAY-OL.

2.3.1.3 Les tâches hiérarchiques

Lorsqu'une tâche est hiérarchique, on se contente de remplacer le traitement du motif
par la représentation en nids de bouclesdu niveau inférieur de la hiérarchie.

2.3.1.4 Spécificités des boucles ARRAY-OL

Lesparticularismes d' A RRAY-OL impliquent de fait un certain nombrede spéci�tés dans
les nids de boucles :

– deux modèles locaux qui se suivent n'ont pas nécessairement des bornes de boucles
identiques ;

– le nombre de boucles peut même varier d'un modèle local à l'autr e;
– les boucles sont parfaitement imbriquées donc leur ordre n'a aucune importance ;
– l'accèsaux tableaux n'est pas linéaire à causede la présenced'un modulo.

2.3.1.5 Des nids de boucles à ARRAY-OL

Nous allons transformer dans la section suivante des nids de boucles, or il faut que le
résultat de cette transformation corresponde toujours à une application A RRAY-OL. Pour
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distinguer les nids de boucles correctes,nous donnons ci-dessousune liste d'impératifs qui
doivent être respectés:

– les boucles sont parfaitement imbriquées ;
– aucune instruction ne sesitue entre les boucles;
– une boucle varie entre zéro et une constante;
– l'incrément de la boucle est de un ;
– l'accèsau tableau sefait par une expressionde cetype : (

−→
O + P ×−→x + F ×−→y ) mod −→m.

2.3.2 Les transformations de boucles

Nous venons de voir qu'il est possible de modéliser une application A RRAY-OL à l'aide
de nids de boucles. Étudions maintenant les transformations de boucles que nous pouvons
utiliser .

2.3.2.1 Intérêt des transformations

Les transformations de boucles sont le plus souvent utilisées dans les compilateurs a�n
d'amélior er l'exécution des applications compilées. Il y a de nombreusesoptimisations pos-
sibles,on peut toutefois en distinguer quelques une :

1. l'augmentation du degré de parallélisme qui consisteà placer un maximum d'instr uc-
tions dans des boucles parallèles [[2]] ; il existe plusieurs variantes qui demandent de
minimiser ou de maximiser le nombre �nal de boucles;

2. la minimisation des barrières de synchronisation qui consiste à rendre indépendante
une suite de bouclesa�n de pouvoir les exécuterparallèlement [[11]] ;

3. l'amélioration de la localité des données qui consiste à rapprocher des instructions
manipulant des données identiques. L'optimisation, dans ce cas,se situe non pas au
niveau de l'amélioration du parallélisme mais au niveau de la réduction desaccèsmé-
moir es,cequi a pour effet d'augmenter la vitessed'exécution. Il estégalementpossible
de diminuer dans certains cas la quantité de mémoire nécessaire à l'exécution en ré-
duisant la taille des tableaux manipulés par les boucles [[36]].

Pour sefaire une idée plus précisedesenjeux et de la dif �culté d'utilisation de cesoptimisa-
tions, le lecteur pourra seréférer à l'article [[18]].

Il nous faut maintenant choisir quelle optimisation appliquer dans le cadre d' A RRAY-
OL. Notr e objectif principal n'est pas d'amélior er le parallélisme de l'application puisque
les nids de boucles des modèles locaux sont déjà tous parallèles. En revanche, il semble
pertinent d'augmenter la localité des données.En effet, les tableaux produits par un modèle
local, donc par un nid de boucles,sont consomméspar le modèle local suivant, regrouper ces
tableaux au sein d'un même nid de bouclesserait donc avantageux et permettrait de réduir e
éventuellement leurs tailles. De plus cela réduirait l'impact desbarrièresde synchronisation
setrouvant entre chaquemodèle local1.

On trouve dans la littératur e de nombreux travaux sur l'amélioration de la localité des
donnéeset la réduction de l'occupation mémoire. On peut citer notamment :

1Les tableaux produits par un modèle local étant consomméspar le modèle local suivant, il y a nécessaire-
ment une barrière de synchronisation entre les deux
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– Manjikian et Abdelrahman [[45]] qui proposent un algorithme permettant la fusion de
boucles par utilisation des décalagesd'itérations sur des applications à dépendances
de donnéesuniformes ;

– McKinley et Kennedy [[36, 47, 13]] qui proposent d'augmenter la localité des données,
mais sanspossibilités de réductions de la taille des tableaux ;

– Gao et Sarkar [[28, 27]] qui proposent de maximiser le nombre de tableaux à réduir e,
mais qui imposent l'assignation unique des données dans les tableaux, une seule uti-
lisation des indices de boucles dans l'accèsaux tableaux et qui limitent à deux la pro-
fondeur du nid de boucles;

– Fraboulet [[26]] qui proposeun algorithme exponentiel offrant une résolution optimale
de la réduction de la taille des tableaux.

Mais la mise en œuvre de cesdif férentes techniques, bien que conservant la sémantique
des applications, en modi�e la syntaxe. En effet, la forme des boucles et l'emplacement des
instructions ne respectentaucun schémaparticulier . Or comme nous l'avons vu ci-dessus,il
faut que le résultat de la transformation d'une application A RRAY-OL corresponde toujours
à une application A RRAY-OL. Nous nous retrouvons donc dans un casoriginal qui n'a pas
été traité.

2.3.2.2 Quelques transformations de boucles

La liste que nous donnons ci-dessousn'est pasexhaustive, nous nous limitons aux trans-
formations qui peuvent nous servir. Toutefois une taxonomie détaillée est disponible dans
[[37,6,29]].

Fusion de boucles : La fusion de boucles permet de regrouper deux boucles consécutives
en une seule. Ces deux boucles doivent avoir le même nombre d'itérations et des bornes
de boucles identiques. Mais le résultat d'une fusion n'est valide que si les dépendancesde
données n'ont pas été mod�ées. Nous reparlerons de cesdépendancesde données dans la
section 2.3.2.4page 49.

Pour i Allant_de 0 A N Faire
a[i]=...

FinPour
Pour i Allant_de 0 A N Faire

...= a[ i]
FinPour

Pour i Allant_de 0 A N Faire
a[i]=...
...= a[i]

FinPour

avant la fusion après la fusion
L'intérêt de la fusion de boucles est évident pour augmenter la localité des données. Ainsi
dans l'exemple ci-dessus, la production et la consommation d'une casedu tableau a de-
viennent concomitantes. Il est même possible de réduir e la taille des tableaux manipulés.
Dans notre exemple, si le tableau a n'est plus utilisé dans la suite de l'application, on peut
le remplacer par un scalaire. De nombreux travaux traitent de la réduction en taille des ta-
bleaux [[12,16,52,53]] à l'aide de la fusion.

L'utilisation de la fusion de boucle dans A RRAY-OL est dif �cile puisque comme nous
l'avons vu les bornes desbouclesne sont pas identiques d'un nid à l'autr e. Il nous faut donc
harmoniser les bornes de bouclesentre les nids avant de pouvoir fusionner.
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Permutation de boucles : La permutation de boucles [[12, 47]] consiste à échanger l'or dre
de deux boucles consécutives, ceci n'est possible que si les boucles peuvent s'exécuter de
manière parallèle.

Pour i Allant_de 0 A N Faire
Pour j Allant_de 0 A M Faire

S1
S2

FinPour
FinPour

Pour j Allant_de 0 A M Faire
Pour i Allant_de 0 A N Faire

S1
S2

FinPour
FinPour

avant la permutation après la permutation
Un modèle local A RRAY-OL étant data-parallèle, il est possible d'échanger l'or dre des bou-
clessansaucune limitations.

Pavage de boucles : Le pavage de boucles transforme une boucle en deux boucles imbri-
quées,pour cela il divise l'espaced'itération de cette boucle d'un facteur K. La borne d'ité-
ration de la boucle doit être divisible par K pour ne pas contraindr e à l'ajout d'une fonction
minimum dans le calcul de la borne de la nouvelle boucle.

Pour i Allant_de 0 A N Faire
a[i ]=...;
b[i +2]=a [i];

FinPour

Pour i Allant_de 0 A N/K Faire
Pour j Allant_de 0 A K Faire

a[i * P+j]=...;
b[i * P+j+2]= a[i * P+j];

FinPour
FinPour

avant le pavage de boucles après le pavage de boucles
Nous avons vu que pour effectuer une fusion de boucles nous avions besoin de boucles
ayant des bornes identiques. Or une utilisation possible du pavage de bouclesest justement
de rendre deux bornes identiques : soit N1 et N2 deux bornes de boucles, pour rendre ces
boucles fusionables il suf�t de choisir K1 et K2 tel que N1/K1=N2/K2.

2.3.2.3 Vers une technique d’optimisation

La combinaison de la fusion, du pavage et de la permutation de boucles peut donc nous
permettr ed'amélior er la localité desdonnéesd'une application A RRAY-OL. Notr e optimisa-
tion sedécomposeen quatre étapes:

1. On a deux modèles locaux consécutifs représentantainsi deux tâches.

2. Pour autoriser la fusion, on choisit une boucle dans chaquemodèle local et on effectue
un pavage de boucles.Le choix desdeux bouclesestpour l'instant fait au hasard, mais
nous verrons en fait qu'il est crucial.

3. On utilise la permutation pour mettre nos deux bouclesau même niveau.

4. On fusionne. On peut êtreamenéà effectuer plusieurs fusions : si b estproduit élément
par élément à l'aide de deux boucleset s'il estconsomméde la même façon, il estalors
intéressantde faire deux fusions successivesa�n d'augmenter encore la localité des
données.

Le résultat obtenu semblene pascorrespondreà une application A RRAY-OL puisqu'on n'ob-
tient pas un nid de boucles parfaitement imbriquées. Mais cen'est pas le cas.En effet, nous
avons obtenu une tâchehiérarchique : la boucle d'indice j représentele niveau supérieur, les
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bouclesd'indices i etk la premièresous-tâcheet la boucle d'indice l la deuxième sous-tâche.
Nous avons donc fusionné nos deux tâchesen une seule,mais en créant une hiérarchie.

Pour i Allant_de 0 A N1 Faire
Pour j Allant_de 0 A M1 Faire

...= a[...]
TE1
b[...]=...

FinPour
FinPour
Pour l Allant_de 0 A N2 Faire

...= b[...]
TE2
c[...]=...

FinPour

Pour i Allant_de 0 A N1 Faire
Pour j Allant_de 0 A M1/K1 Faire

Pour k Allant_de 0 A K1 Faire
...=a [...]
TE1
b[...]=...

FinPour
FinPour

FinPour
Pour l Allant_de 0 A N2/K2 Faire

Pour m Allant_de 0 A K2 Faire
...= b[...]
TE2
c[...]=...

FinPour
FinPour

étape no 1 étape no 2

Pour j Allant_de 0 A M1/K1 Faire
Pour i Allant_de 0 A N1 Faire

Pour k Allant_de 0 A K1 Faire
...= a[...]
TE1
b[...]=...

FinPour
FinPour

FinPour
Pour l Allant_de 0 A N2/ K2 Faire

Pour m Allant_de 0 A K2 Faire
...= b[...]
TE2
c[...]=...

FinPour
FinPour

Pour j Allant_de 0 A M1/K1 Faire
Pour i Allant_de 0 A N1 Faire

Pour k Allant_de 0 A K1 Faire
...= a[...]
TE1
b[...]=...

FinPour
FinPour
Pour m Allant_de 0 A K2 Faire

...= b[...]
TE2
c[...]=...

FinPour
FinPour

étape no 3 étape no 4
Nous avons réussi à fusionner deux modèles locaux A RRAY-OL tout en restant dans le

domaine desapplications A RRAY-OL. Cependant, nous devons nous poser deux questions :

1. Le résultat obtenu est il correct? : comme nous l'avons vu ci-dessus il faut que les
dépendances de données soient toujours les mêmes. Dans le cadre d' A RRAY-OL, il
faut que les données produites dans le tableau b au niveau de la première sous-tâche
soient suf�santes pour pouvoir exécuter TE2 dans la deuxième sous-tâche.Le choix
des bouclesà fusionner estdonc capital pour obtenir un résultat correct.

2. Avons nous réellement optimisé notre application ? : l'amélioration la plus importante
se situe au niveau du tableau b, à l'image de l'exemple sur la fusion de boucle (cf
section 2.3.2.2page 46), il est possible de réduir e la taille de b puisqu'il n'est ni pro-
duit ni consommé de manière complète. L'augmentation de la localité des donnéesest
double. Premièrement la consommation et la production de b sont séparéespar moins
de boucles : dans notre exemple la boucle d'indice j n'est plus présente. Deuxième-
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ment la réduction de la taille de b permet de rendre b plus facilement accessibledans
les hiérarchiesmémoires

Notr e technique d'optimisation sembledonc valable, mais encore faut-il que nous trouvions
un moyen de véri�er l'exactitude de son application et que nous soyons capablesde réduir e
la taille de b.

2.3.2.4 Dépendances de données

Pour appliquer les optimisations, il nous faut donc connaître les dépendancesde don-
néesprésentesdans l'application. En effet, la cohésion des dépendancesest nécessaire pour
qu'une transformation ne modi�e pas les résultats d'une application. Il existe plusieurs mo-
dèles pour représenter et manipuler les dépendancesde données, Mais, l'utilisation de ta-
bleaux toriques dans A RRAY-OL complexi�e grandement la manipulation desdépendances
car elle les rend non linéaires.Nous ne détaillerons donc pas ici les techniques habituelles,
toutefois le lecteur trouvera des études très détaillées dans [[25,17]]. La manipulation des dé-
pendancesest le réel dé� de la transformation d'applications A RRAY-OL. C'est pour cette
raison que TUS a proposé son propre formalisme de manipulations de dépendances : les
ODT.

2.4 Formalisme OD T

Le formalisme ODT (Opérateurs de Description de Tableau) a été inventé par Alain De-
meure (cf section 1.3.1.2page 19 et [[20]]) a�n d'exprimer les dépendances entre les par-
ties opérandes et résultats d'une tâche A RRAY-OL. Il est basé sur l'algèbre linéaire avec
contraintes et est constitué de plusieurs opérateurs dé�nissant les liens entre deux espaces
Kn. On peut relier cesopérateurs donc cesespacesà l'aide d'une loi de composition. Pour
transcrire en ODT les dépendancesd'une tâche A RRAY-OL, il faut identi�er les points des
tableaux à leurs coordonnées.Puis c'est sur cescoordonnées que sont appliqués les opéra-
teurs. On obtient ainsi une suite d'opérateurs exprimant lesdépendances.Il estalors possible
d'ef fectuer un certain nombre de calculs découlant despropriétés intrinsèques à A RRAY-OL.
Nous allons donc étudier le formalisme ODT et sesopérateurs, puis la représentation d'une
tâche A RRAY-OL et en�n nous décrirons quelques propriétés mathématiques de cette repré-
sentation.

2.4.1 Présentation des OD T

2.4.1.1 Opérateurs élémentaires

Chaque opérateur esten fait une relation binaire de K n dans Km et secomprend par une
lecturede la droite vers la gauche.Dans le contexteparticulier d' A RRAY-OL, nous utiliser ons
le plus souvent Z comme espacecar lesopérateurs sont appliqués aux coordonnéesde points
d'un tableau. Cependant, nous verrons que parfois nous sommes obligés d'utiliser Q. Au
total, il existe neuf opérateurs.

Modulo : M

∀−→m ∈ (Z � )n;∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Kn;−→y M −→x ⇔ −→y = −→x mod −→m
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Une valeur in�nie dans le modulo
indique que seulesles valeurs positives
sont gardées.Le modulo senote

� −→m
�

M.

Shift : S
∀
−−−→
shif t ∈ Kn;∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Kn;−→y S−→x ⇔ −→y = −→x +

−−−→
shif t

Il s'agit simplement d'une opération de

translation. Elle senote
�
−−−→
shif t

�

S
.

Gabarit : G

∀ (
−−→
min; −−→max) ∈ Zn × Zn;∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Kn;−→y G−→x ⇔

−−→
min ≤ −→x < −−→max et −→x = −→y

Le gabarit agit comme un �ltr e laissant
passercertains points et en bloquant

d'autr es.Il senote
�
−−→
min; −−→max

�

G
ou

simplement
� −−→max

�
G si

−−→
min est nul. En

outre une valeur in�nie indique une
absencede contrainte.

Projection : Pro

∀M ∈ M mn(K );∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Km;−→y Pro−→x ⇔ −→y = M:−→x

La projection estune multiplication
matricielle et permet donc d'ef fectuer
des changementsde repèresou de
calculer le résultat d'applications
linéaires.Elle senote

�
�M

�
� . La taille de

l'espacede départ estégaleaux
nombre de colonnesde M alors que le
nombre de lignes estégaleà la taille de
l'espaced'arrivée.

Segmentation : Seg

∀M ∈ M mn(K );∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Km;−→y Seg−→x ⇔ −→x = M:−→y
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La matrice M d'une projection n'étant
pas forcement inversible la
segmentation sert de notation pour
exprimer une « inversion théorique ».
Elle senote M . La concordanceentre
le nombre de lignes et de colonnesavec
la dimension des espacesest inversée
par rapport à la projection.

Éclatement : E

∀−→m ∈ (Z � )n;∀ (−→x ;−→y ) ∈ Kn × Kn;
−→
0 ≤ −→x < −→m;

−→y E−→x ⇔ ∀
−→
k ∈ Kn;−→y = −→x +

−→
k ×−→m

Une valeur in�nie dans l'éclatement
indique que seulesles valeurs positives
sont gardées.L'éclatement senote� −→m

�
?.

Arrondi : A
∀ (−→x ;−→y ) ∈ Qn × Zn;−→y A−→x ⇔ −→y = b−→x c

L'arrondi senote b.

Fractionneur : F

∀ (−→x ;−→y ) ∈ Zn × Qn;∃−→r ∈ Qn;
−→
0 ≤ −→r <

−→
1 ;−→y F−→x ⇔ −→y = −→x + −→r

Le fractionneur senote c.

2.4.1.2 Opérations élémentaires

Application d’un OD T On note

O J −→x = {−→y | −→y O−→x }

l'application de l' ODT O au vecteur −→x .

Loi de composition Il existe une loi de composition sur les ODT, elle est identique à celle
des relations. Elle ne permet donc de composer que des ODT qui ont desespacesd'arrivée et
de départ communs. Elle selit de droite à gaucheet senote « . ».

OD T miroirs Dans la suite, nous avons besoin de rendre symétriques les ODT. Par symé-
trie, nous désignons le fait de construir e un ODT ayant exactement les mêmes liens entre
les points des deux espacesextrêmes mais en échangeantles espacessource et destination.
Nous appellerons indif féremment miroir ou symétrique, l' ODT résultat de la symétrie et le
désignerons à l'aide de l'exposant � 1.
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Le mir oir d'une composition d' ODT s'effectue de la même manière que l'inverse d'une
composition de fonction : en composant les mir oirs des ODT dans l'or dre opposé

(ODT1:ODT2)� 1 = ODT � 1
2 :ODT � 1

1

Il nous suf�t donc de décrire les mir oirs des opérateurs élémentaires:

Gabarit
�
−−→
min; −−→max

�

G

� 1 =
�
−−→
min; −−→max

�

G

Décalage
�
−−−→
shif t

�

S

� 1 =
�
−
−−−→
shif t

�

S

Modulo
� −→m

�
M

� 1 =
� −→m

�
?

Éclatement
� −→m

�
?

� 1 =
� −→m

�
M

Projection
�
�M

�
� � 1

= M

Segmentation M � 1 =
�
�M

�
�

Arrondi b� 1 = c

Fractionneur c� 1
= b

Attention, la symétrie n'est pas, à proprement parler, l'inversion par rapport à la loi de
composition i.e. la composéed'un ODT et de son « mir oir » n'est pas l'identité. On peut le
véri�er , de nouveau, sur l'éclatement libr e qui est la composition d'un modulo et de son
mir oir (un éclatement sur le même vecteur) mais qui ne donne pas l'identité.

2.4.2 Liens avec A RRAY-OL

2.4.2.1 Représentation d’une demi-tâche

Avant de pouvoir exprimer les dépendances qui unissent les parties opérandes et ré-
sultats d'une tâche A RRAY-OL, il faut déterminer quels liens nous voulons représenter et
surtout dans quels espacesnous allons nous situer.

Dans une con�guration comme celle d'une tâche A RRAY-OL, la principale question sur
les dépendancesest : « qui produit quoi ?». Il n'est pas possible de savoir que tel point sert à
produir e tel autre point. En effet cegenrede dépendanceest« noyé » dans les motifs, on sait
juste que tel groupe de motifs produit tel autregroupe. En d'autr estermesàpartir d'un motif
résultat on peut retrouver lesmotifs opérandesqui ont servi à le produir eet réciproquement,
c'est une des conséquencesde l'assignation unique.

La seuleméthode pour désigner en A RRAY-OL un motif particulier dans une tâcheestde
donner la valeur desitérations de pavage(cf encadrépage 53), cequi désignepar là même les
autres motifs produits et consommésà cette itération. On se servira alors de l'« espaceQ »
(ou espacede pavage) comme intermédiair e entre les parties opérandes et résultats d'une
tâche.

En revanche, il nous faut également conserver un lien entre les tâcheselles-mêmesa�n
de pouvoir formaliser le déroulement de l'application. Or seulsles tableaux assurent cerôle :
une tâche est reliée à une autre tâche uniquement par leur(s) tableau(x) commun(s). Il faut
donc trouver un ensembleservant de représentation aux tableaux qui permette de passerà
l'espaced'itération. Rien n'est plus simple, il suf�t de prendre l'espacedes coordonnéesdes
points qui a autant de dimensions que le tableau représenté.

En résumé pour modéliser une tâche, il faut passerde l'ensemble des coordonnées des
éléments du tableau opérande à l'espace d'itération Q. On peut l'associer à « l'espace D »
(ou espaced'ajustage) a�n de conserver le lien entre les points et les motifs. On obtient ainsi
l'espace QD , qui est constitué de toutes les valeurs de pavage et d'ajustage. Puis à partir
de cet espaceet grâce aux valeurs de pavage, il est possible de faire la transition avec la
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Espace d'itération

En ARRAY-OL, les itérations sur les vecteurs de la matrice de pavage permettent de connaître
les premiers éléments des motifs. À l'aide des valeurs d'itérations, on peut donc désigner de ma-
nière unique chaque motif et comme une itération de pavage marque une exécution de la tâche,
on désigne également tous les motifs consommés et produit à cette exécution. On nomme « es-
pace Q », l'espace constitué des valeurs prises lors des différentes itérations, cet espace a
autant de dimensions qu'il y a de vecteurs dans une matrice de pavage, puisque chaque va-
leur d'itération est couplée à un vecteur, et les dimensions sont égales aux bornes de pavages.
Symétriquement, on désigne par « espace D », l'espace constitué des valeurs prises par les
différentes itérations d'ajustages. Cet espace est construit de la même façon mais il n'est pas
global à la tâche, il en existe un pour chaque demi-tâche. L'espace d'ajustage a autant de di-
mensions qu'il y a de vecteurs d'ajustage donc que de dimensions au motif.

partie résultat où on applique le cheminement inverse pour retomber sur les coordonnées
des points du tableau résultat, à partir desquelson peut enchaîner la représentation ODT de
la tâchesuivante.

Voyons maintenant comment formaliser ceraisonnement avecles ODT. Dans un premier
temps nous étudions le passageentre l'espaceQD et l'espacedescoordonnées.Considérons
d'abord l'espaceQD , �ltr ons l'ensemble des points avec un gabarit qui a comme valeur de
−−→max les bornes de pavage et d'ajustage. Nous sommesdésormais sûrs de ne traiter que des
éléments appartenant à l'espace d'itération de la tâche. Il faut ensuite arriver à exprimer
avecdes ODT la formule 1.8page 25 (∀

−→
X d;

−→
0 ≤

−→
X d <

−→
D ; (

−→
O + P ×

−→
X q + F ×

−→
X d) mod −→m)

présentéequi exprime les liens reliant l'espace QD et l'espace des coordonnées.On réalise
la partie linéaire en utilisant une projection aveccomme valeur de (M ) la juxtaposition de P
et F puis en utilisant le shift pour le décalageà l'origine. En�n, on utilise le modulo pour le
modulo correspondant de la partie non linéaire. On arrive à :

�
M

�
M :

�
O

�
S:

�
�P F

�
� :

�
Q
D

�

G

Ainsi, on obtient le lien entre les éléments de cesdeux ensembleset par là même la re-
présentation d'une demi-tâche. Désormais, il nous suf�t de représenterune tâchecomplète.

2.4.2.2 Représentation d’une tâche complète

Nous avons deux expressionsreprésentant respectivement la partie opérande et résultat
de la tâche.

�
M op

�
M :

�
Oop

�
S:

�
�Pop Fop

�
� :

�
Q

Dop

�

G

�
M res

�
M :

�
Ores

�
S:

�
�Pres Fres

�
� :

�
Q

D res

�

G

Mais les gabarits, donc les espaces,ne sont pas identiques. En effet, les itérations d'ajus-
tage ne concordent pas, ce qui est logique puisque les motifs opérandes et résultats sont
dé�nis indépendamment les uns des autres.Seul l'espaced'itération de pavage correspond.
A�n d'obtenir facilement un enchaînement,on agrandit les espacesde chaque côté en ajou-
tant l'espaced'ajustage setrouvant « en face».
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Mais cechangement d'espaceentraîne une modi�cation de l'expr ession ODT. Le gabarit

devient
�

Q
Dop

Dres

�
et cechangementva sepropager et risque s'il n'est pasendigué d'amener des

résultats faux. Donc au niveau de la projection on fait correspondre chaque vecteur d'ajus-
tage à 0, ce qui supprimera leur incidence sur les calculs, on passede P × X q + F × X dop à
P × X q + F × X dop + 0× X dres, cequi ne changerien au résultat et on obtient :

�
M op

�
M :

�
Oop

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

�
M res

�
M :

�
Ores

�
S:

�
�Pres 0 Fres

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

Pour lesconcaténera�n d'obtenir une expressioncomplète, nous allons inverser la deuxième
expressionà l'aide des ODT mir oirs. On obtient :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres:
�
−Ores

�
S:

�
M res

�
?

Ce qui �nalement donne :

�
M op

�
M :

�
Oop

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres:
�
−Ores

�
S:

�
M res

�
?

Mais comme nous l'avons vu dans la section 1.3.2.3page 26 nous savonsque la demi-tâche
résultat estnécessairement « exacte». Ainsi elle doit avoir

−→
0 comme origine et ne pasnéces-

siter l'utilisation du modulo cequi simpli�e donc la formule précédente:

�
M op

�
M :

�
Oop

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres

Ainsi nous obtenons la représentation d'une tâche complète. Cependant une tâchecom-
porte plusieurs demi-tâches opérandes et résultats ceque nous n'avons pas décrit ici. Nous
nous limiter ons pour l'instant aux tâchesavec seulement deux demi-tâches : une opérande
et un résultat. Le casgénéral estabordé dans l'encadré page 55; mais nous verrons ultérieu-
rement que son utilisation peut être contournée.

2.4.2.3 Équivalence du formalisme OD T et du modèle ARRAY-OL

Au vu de cette représentation on est en droit de seposer une question : les descriptions
A RRAY-OL et ODT sont elles équivalentes? La réponseest non et cecià plusieurs niveaux et
pour diverses raisons.

– Le niveau global n'a pas d'équivalent dans les ODT. Les dépendancesexprimées dans
les ODT ne montr ent pas comment se déroule l'application. De plus, la taille des ta-
bleaux, présente dans le modulo, constitue la seule information permettant de savoir
si le tableau résultat d'une tâcheestle tâbleau opérande d'une autre.Bien évidemment,
cette information n'est pas suf�sante.
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Représentation d'une tâche ARRAY-OL à tableaux multiples

Supposons que nous ayons plusieurs demi-tâches opérandes et résultats, la construction de la
représentation ODT d'une telle tâche se fait en « concaténant verticalement » les réprésentations
des différentes demi-tâches :

0

B
@

Mop,1

Mop,2
...

1

C
A

M

.

0

B
@

Oop,1

Oop,2
...

1

C
A

S

.

�
�
�
�
�
�
�

Pop,1 Fop,1 0 0 0 0 0
Pop,2 0 Fop,2 0 0 0 0

... 0 0
. . . 0 0 0

�
�
�
�
�
�
�
.

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

Q
Dop,1

Dop,2
...

Dres,1

Dres,2
...

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

.

Pres,1 0 0 0 Fres,1 0 0
Pres,2 0 0 0 0 Fres,2 0

... 0 0 0 0 0
. . .

.

0

B
@

Ores,1

Ores,2
...

1

C
A

S

.

0

B
@

Mres,1

Mres,2
...

1

C
A

?

Cette forme « complète » de la représentation d'une tâche ARRAY-OL n'est qu'une extension
de la forme précédente et s'explique par le même raisonnement (cf section 2.4.2 page 52).
Les pavages sont concaténés car ils sont globaux à la tâche, en revanche les ajustages sont
spéci�ques à chaque demi-tâche, on les considère donc séparement. Un shift et un éclatement
sont présents car une tâche a nécessairement une demi-tâche résultat exacte, mais elles ne le
sont pas toutes dans certains cas particuliers.
Quelles sont les differences entre la réprésentation ODT et la représentation ARRAY-OL :
– les demi-tâches ne sont plus différenciables les unes des autres, la présence de zéro ne

permettant pas de faire la distinction entre les différentes parties des matrices ;
– la notion de demi-tâche maîtresse a été perdu ;
Ces informations devront donc être retrouvées pour permettre la transcription inverse.

– le niveau local n'est, lui, pas complètement transcrit. Il n'y a plus de distinction pos-
sible entre le pavageet l'ajustage une fois lesvaleurs numériques appliquées. Lesinfor -
mations concernant le traitement effectué par la tâchen'apparaissent plus ; le type des
données traitées par la tâche est également absent.De plus, lorsqu'il y a plusieurs ta-
bleaux d'entrée ou de sortie, le passageà la représentation ODT poseun certain nombre
de problèmes supplémentair es comme le montr e l'encadré page 55. Ainsi, la repré-
sentation ODT d'une tâche ne permet pas de revenir à sa description A RRAY-OL sans
qu'un certain nombre d'informations n'ait été conservé.

Il n'y a donc pas équivalence des deux représentations.Le formalisme ODT n'est qu'un
outil de calcul permettant d'ef fectuer un certain nombre d'opérations et ne constitue en rien
un modèle complet des applications A RRAY-OL.

2.4.2.4 Propriétés induites par ARRAY-OL

À l'aide deségalitésmathématiques décrites dans la section 1.3.3.1page28, il estpossible
de faire quelques déductions simples mais fort utiles sur la représentation ODT d'une tâche.
Il estainsi possible de véri�er rapidement si une représentaion ODT est correcteou non.

55



2. OPTIM ISATION DES A PPLICATION S A RRAY-OL

Soit une tâcheT

�
M op

�
M :

�
Oop

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres :

Rappelons que le modulo, le shift et le gabarit sont des vecteurs, alors que la projection
et la segmentation sont des matrices. On montr e facilement que :

– le modulo, le shift et la projection ont le même nombre de lignes qui est également le
nombre de dimensions du ou des tableaux opérandes;

– la segmentation a autant de lignes que le ou les tableaux résultats ont de dimensions ;
– la taille du gabarit est égaleau nombre de colonnesde la projection et de la segmenta-

tion ;
– la partie de pavage de la projection (Pop) a autant de colonnes que celle de la segmen-

tation (Pres). Mais cenombre estégalement à la taille du gabarit de pavage Q ;
– le raisonnement précédent est applicable aux parties d'ajustage opérande et résultat

dont le nombre de colonnes concorde avec celui des matrices de zéros qui leurs sont
associées,et qui concorde également respectivement avec le gabarit d'ajustage opé-
rande et résultat Dop et D res;

– a contrario, le shift, le modulo, et la projection peuvent ne pas avoir le même nombre
de lignes que la segmentation.

2.4.3 Calculs sur les OD T

Avant d'appr ofondir et de démontr er comment il est possible d'optimiser une applica-
tion A RRAY-OL, nous allons lister ici un certain nombre de résultats intermédiair es issusde
calculs sur les ODT et qui serviront lors de la démonstration de la « fusion » qui est l'épine
dorsale du processusd'optimisation. La plupart de ces résultats sont issus de la thèse de
Julien Soula,mais j'ai dû refaire au début de mon doctorat tous les calculs permettant de les
obtenir et ceci a�n d'avoir une démonstration claire et complète de la fusion. Cescalculs ne
sont pas tous présentésici, mais ils sont décrits en détails dans [[24]].

2.4.3.1 Opérations simples

Ces premières opérations sont facilement démontrables par le dessin ou le calcul et ne
seront pas donc pas détaillées.

Composition d’OD T de même paramètre :
� −→x

�
M ;

� −→x
�

? ;
� −→x

�
G

↙ : M ? G
M M G G
? ?? ? ?
G M G G

Autres compositions d’OD T :
�
�M1

�
� :

�
�M2

�
� =

�
�M1 ×M2

�
�

�
�M1

�
� :

�
S

�
S=

�
M1 × S

�
S:

�
�M1

�
�
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Création et suppression de dimensions : A�n de supprimer les dimensions d'ajustages
ajoutéesau gabarit, nous avons fait correspondre à chacune de cesdimensions un vecteur
nul dans la projection. Or il est possible de généraliser cette utilisation en se servant de la
projection comme d'un « suppresseurde dimension » et donc de la segmentation comme
d'un « créateur de dimension ». Pour supprimer une dimension, il suf�t de mettre à zéro le
vecteur qui lui estassociédans la matrice de projection. De plus, pour laisser intact lesautres
dimensions il suf�t d'utiliser desvecteurs de la taille du nouvel espacesouhaité, cesderniers
devant former la matrice identité si on supprime le ou les vecteurs à zéro (cf équation 2.1).
Pour la segmentation, le principe est le même; la construction de la matrice est identique.
Mais les dimensions nouvellement crééescontiennent toutes les valeurs possibles sur K (cf
équation 2.2).

0

@
x
z
t

1

A =

�
�
�
�
�
�

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

�
�
�
�
�
�

J

0

B
B
@

x
y
z
t

1

C
C
A : (2.1)

0

B
B
@

x
K
z
t

1

C
C
A =

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

J

0

@
x
z
t

1

A : (2.2)

Dans un soucis de simpli�cation, on réordonne les dimensions de telle façon que les
vecteurs non nuls se retrouvent en tête de la matrice (ce qui n'entraîne aucune perte de
généralité). On peut alors utiliser les notations :

�
�1 0

�
� ou 1 0 .

Quelques compositions :

1 0 :
� −→g

�
G =

� −→g
∼

�

G
: 1 0

1 0 :
�
�P

�
� =

�
�
�
�
P 0
0 1

�
�
�
� : 1 0 2

1 0 :
� −→m

�
M =

� −→m
∼

�

M
: 1 0

1 0 :
� −→s

�
S=

� −→s
−→
0

�

S

: 1 0

1 0 :
� −→m

�
? =

� −→m
∼

�

?
: 1 0

1 0 :P = P 0

Décalage de l’espace d’itération : Dans la section 2.4.1.1page 49, nous avons dé�ni le
gabarit comme un couple de vecteurs

−−→
min et −−→max. Cependant, à l'aide du shift, on peut se

ramener facilement au cas le plus simple où
−−→
min =

−→
0 . Dans le cadre d'une demi-tâche

A RRAY-OL, on obtient l'égalité suivante :

�
M

�
M :

�
O

�
S:

�
�M

�
� :

�
−−→
min; −−→max

�

G
=

�
M

�
M :

�
O + M×

−−→
min

�

S
:
�
�M

�
� :

�
−−→max −

−−→
min

�

G

2.4.3.2 Opérations complexes

Première simplification : nous considérons ici une suite : projection, gabarit, segmentation.
Il estpossible de réduir e le nombre de dimensions traitées dans trois casdistincts si K = Z :

2La taille de la matrice identité dans la segmentation n'est pas la même de part et d'autr e de l'égalité. À
gauche la matrice a pour taille le nombre de lignes de P et à droite le nombre de colonnes. De plus la matrice
identité de la projection de droite a pour taille le nombre de colonnes de 0 dans la segmentation.
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– La projection et la segmentation ont deux colonnescorrespondantesà zéro. Il est donc
possible de supprimer cette dimension dans les trois ODT puisqu'elle n'intervient ja-
mais dans les calculs (créée par la segmentation, elle sera détruite par la projection
après avoir subi un �ltrage inutile par le gabarit).

�
�
�
�
�
�

2 0 3 0
0 0 1 0
7 0 0 8

�
�
�
�
�
�
:

0

B
B
@

7
15
0
1

1

C
C
A

G

:
7 0 0 6
1 0 8 0

=

�
�
�
�
�
�

2 3 0
0 1 0
7 0 8

�
�
�
�
�
�
:

0

@
7
0
1

1

A

G

:
7 0 6
1 8 0

– Le gabarit a une valeur à zéro, il ne laissedonc rien passersur cette dimension et elle
n'intervient alors pas dans le calcul.

�
�
�
�
�
�

2 3 0
0 1 0
7 0 8

�
�
�
�
�
�
:

0

@
7
0
1

1
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G

:
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=
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�
�
�
�
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7 8

�
�
�
�
�
�
:
�

7
1

�

G
:
7 6
1 0

– Le gabarit a une valeur à un, il ne laissedonc rien passersi cen'est zéro par conséquent
là encore cettedimension n'intervient pas dans le calcul.

�
�
�
�
�
�

2 0
0 0
7 8

�
�
�
�
�
�
:
�

7
1

�

G
:
7 6
1 0

=

�
�
�
�
�
�

2
0
7

�
�
�
�
�
�
:
�
7
�

G :
7
1

Deuxième simplification : Cette nouvelle simpli�cation s'applique à une suite projection
- gabarit - segmentation. Si on construit une seule matrice à partir du pavage de la projec-

tion et de la segmentation concernées
�

Pop

Pres

�
, alors il est possible de supprimer les vecteurs

colinéaires de cette matrice sous certaines conditions. Il suf�t ensuite de séparer la matrice
a�n d'obtenir une expression simpli�ée. Il est possible de recommencer la simpli�cation
avec l'ajustage opérande puis avec l'ajustage résultat. Cette simplication n'est que très peu
décrite car elle n'est pas indispensable à la compréhension des optimisations.

Calcul d’une « bouding-box » : Soit
−−→
min et −−→max les deux extremums permettant d'en-

glober les points généréspar une suite shift - projection - gabarit (
� −→s

�
S:

�
�M

�
� :

� −→g
�

G) avec
K = Q.

Tous les points généréspar notre expressionsont donc compris dans la boîte englobante
dé�nie par

−−→
min et−−→max. Or cespoints ne sont pasnécessairement entiers carM estdé�nie sur

Q et nos extremums peuvent eux aussiavoir une valeur fractionnair e.Nous allons construir e
une nouvelle expression générant tous les points entiers compris dans la boîte englobante
dé�nie par les valeurs arrondies de

−−→
min et −−→max. Cette expression (

−−→
min et −−→max ayant été

préalablement arrondis) s'obtient à l'aide d'un décalageet d'un parcours de l'espaced'itéra-

tion :
�
−−→
min

�

S
:
�
�1

�
� :

�
−−→max +

−→
1 −

−−→
min

�

G
.

L'inconvénient principal de cetteboîte estqu'elle augmente considérablement le nombre
de points générés(cf encadrépage 59).
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Points supplémentaires générés par une boite englobante

Soit :� �!s
�

S
.
�
�M

�
� .

� �!g
�

G
=

�
0
�

S
.
�
�5

�
� .

�
3
�

G
Les points générés sont

�
0
�
,

�
5
�

et
�
10

�
.

Donc si on calcule la boite englobante, on obtient :
�
0
�

S.
�
�1

�
� .

�
11

�
G

Les points générés sont
�
0
�
,

�
1
�
,
�
2
�
,
�
3
�
,
�
4
�
, ... ,

�
10

�
.

NB : Plus les vecteurs de M seront petits, moins il y aura de nouveaux points générés en trop

Segmentation du gabarit : Soient−→g et
−→
� deux vecteurs tels que ∀ i; � i divise gi, alors
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B
@

g1
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gn

1

C
A

G

=

�
�
�
�
�
�
�

� 1 1
... .. .

� n 1

�
�
�
�
�
�
�
:
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B
B
B
B
B
B
B
B
@

g1=� 1
...

gn=� n

� 1
...

� n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

:

� 1 1
... .. .

� n 1

:

Ce résultat est facilement démontrable par le calcul. Cette opération s'appelle segmenta-
tion car elle réalise l'opération inverse de la linéarisation en dédoublant l'expr ession d'une
dimension comme sur l'exemple de la �gur e 2.1.

1 2 3 4 50

1

2

0 101 2 63 4 5 7 8 9
Segmentation

Lin�arisation

�
10

�
G =

�
�2 1

�
�
�

5
2

�

G

2 1

FIG. 2.1:Segmentation du gabarit

Cetteopération aun double rôle qui trouve tout sonavantagedans le cadred' A RRAY-OL.
Soit une demi-tâche dont on ne conserve que la projection et le gabarit :

�
�P F

�
� :

�
Q
D

�
G

. Si
on effectue une segmentation du gabarit uniquement sur la partie de pavage de ce dernier,
on réduit le nombre de motifs à calculer. En effet, le nombre d'itérations est divisé par � i

pour chaque vecteur, et on passele reste de l'itération dans l'ajustage ce qui a pour effet
d'augmenter la taille du motif 3. On obtient alors :

�
�P F

�
� :

�
Q
D

�

G
=

�
�P F

�
� :

�
�
�
�
� 1 0
0 0 1

�
�
�
� :

0

@
Q
�
D

1

A

G

:
� 1 0
0 0 1

=
�
�P × � P F

�
� :

0

@
Q
�
D

1

A

G

:
� 1 0
0 0 1

3Le lecteur opposera à cette solution qu'elle nécessiteune modi�cation de la tâche élémentaire elle-même,
mais nous verrons dans le cadre de l'utilisation que cen'est pas important.
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Or si les valeurs de la projection ne sont pas entières4, il est possible de supprimer les
valeurs fractionnair esde la partie de pavage en choisissantastucieusementles valeurs de � .
Pour cela on choisit tous les � i tels que � i:P� ,i soient entiers et si � i ne divise pas qi alors on
prend � i = qi ce qui revient à passertoute la dimension dans l'ajustage. En effet, si � i = qi

alors � i=qi = 1 et donc on peut appliquer la première simpli�cation.
La segmentation a donc une double utilité, mais chacune intervient à un niveau de lec-

tur e dif férent du formalisme : la première intervient au niveau de la représentation A RRAY-
OL en réduisant le nombre de calcul, la deuxième au simple niveau mathématique en sup-
primant des valeurs fractionnair esdans la projection.

Une des grandes dif �cultés d'utilisation des ODT réside dans la nécessitéd'une lecture à
plusieurs niveaux.

2.4.3.3 Opérations dans le cadre d’ARRAY-OL

OD T exact : un ODT exact représente une demi-tâche résultat exacte.La projection et le
gabarit d'un tel ODT ont des propriétés qui découlent de celles des demi-tâches exactes.Si
on se place dans le cadre d'une tâche complète, le gabarit et la projection ont été modi�és
pour la gestion de la concordance des espacesau niveau du gabarit, il est alors possible de
démontr er que :

0

@
�
�Pres 0 Fres

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

1

A

� 1

=

0

@
Q
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G

: Pres 0 Fres =

0

@
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1

A

M

:b:M00:

�
�
�
�
�
�

Pres
0

0
Fres

0

�
�
�
�
�
�

:

AvecM00une matrice diagonale portant un 1 si la ligne correspondantede M0(ici

�
�
�
�

Pres
′

0
Fres

′

�
�
�
� )

est non nulle et M0 obtenu par transposition et inversion des termes non nuls de M (ici�
�Pres 0 Fres

�
�)

Le point le plus important de cetteégalité estqu'elle intr oduit des valeurs fractionnair es
dues aux inversions dans la projection. Or cesvaleurs ne sont pas correctesen A RRAY-OL, il
faudra donc les supprimer pour revenir à une expressioncorrecte.

Suppression du modulo : il estparfois utile de pouvoir supprimer desmodulos qui s'avè-
rent génants.Dans le casde l' ODT :

� −→m2
�

M :
�
�M

�
� :

� −→m1
�

M, il est possible de supprimer le mo-
dulo souscertainesconditions dans un cadre général et dans tous lescasdans le cadre d'une
ODT exacte.Il estainsi possible de démontr er que :

– pour le casgénéral :

si∀mi ∈
−→m1;

� −→m2
�

M :
�
�M

�
� J

0

B
B
B
B
B
B
@

0
...

mi

...
0

1

C
C
C
C
C
C
A

=
−→
0 alors

� −→m2
�

M :
�
�M

�
� :

� −→m1
�

M =
� −→m2

�
M :

�
�M

�
�

4Ce qui est, certes,théoriquement impossible dans le cadre d' A RRAY-OL.
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– pour le casparticulier :

� −→g
�

M :b:
�
�M0

�
� :

�
−→
d

�

M
=

� −→g
�

M :b:
�
�M0

�
�

Court circuit : notre but est ici d'exprimer les coordonnéesdes élémentsd'un motif d'une
sous-tâcheselon lescoordonnéesdesélémentsdu tableau de la tâchesupérieure.On note de
la façon suivante les représentations ODT des tâchessupérieureset inférieur es:

�
Oup

�
S:

�
�Pup Fup

�
� :

�
Qup

Dup

�

G

�
Osub

�
S:

�
�Psub Fsub

�
� :

�
Qsub

Dsub

�

G

On peut alors écrire que les coordonnées,pour des itérations de pavage et d'ajustage �xées,
sont de la forme :

�
Oup

�
S:

�
�Pup Fup

�
� :

0

@
X q,up

Osub +
�
�Psub Fsub

�
� :

�
X q

X d

�

G

1

A

G

On obtient donc des coordonnéeségalesà :

Oup + PupX q,up + FupOsub +
�
�FupPsub FupFsub

�
�
�

X q

X d

�

G

Il est alors possible de modi�er la forme de nos deux tâches,en passant dir ectement à la
sous-tâche,un tableau qui correspondeaux motifs quelle consomme.

�
Oup + FupOsub

�
S:

�
�Pup FupPsub FupFsub

�
� :

0

@
Qup

Qsub

Dsub

1

A

G

�
�
�
�
1 0
0 1

�
�
�
� :

�
Qsub

Dsub

�

G

2.4.4 Conclusion

Le formalisme ODT est bien adapté à l'expr ession des dépendancesau sein d'une tâche
A RRAY-OL et est d'une utilisation relativement simple. Cependant il n'of fre pas une repré-
sentation explicite de la tâche et les modi�cations sur les ODT contraignent le lecteur à cal-
culer une représentation visuelle des modi�cations. Il faut donc adopter une lecture à plu-
sieurs niveaux pour appréhender parfaitement le formalisme et sesmanipulations. De plus,
les ODT ne permettent pas d'exprimer les dépendances entre les itérations de pavages, il
n'est donc pas possible avec ce formalisme d'exprimer les états et les délais tels qu'ils sont
décrits dans GM DSDF.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dif férentes méthodes pouvant mener à l'optimisa-
tion d'une application A RRAY-OL. Nous avons justi�é le choix des ODT en analysant lespos-
sibilités offertes par les techniques de transformations de boucles.Nous avons alors montré
que l'expr ession des dépendancesse trouve au centre des problèmes d'optimisation et que
les ODT sont parfaitement adaptés pour les exprimer. En�n, nous avons présenté un cer-
tain nombre de résultats issus de calculs sur cesODT et qui nous serviront dans le chapitre
suivant.
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Chapitre 3

Transformation des applications
A RRAY-OL

Labor omnia vicit inpr obus.

Virgile, LesGéorgiquesL1 (145-146).

3.1 Introduction

Nous venons d'étudier dans le chapitre précédent le formalisme ODT dans le but de
transformer les applications A RRAY-OL. Les premiers travaux sur cestransformations ont
été réaliséspar Julien Soula au cours de sa thèse [[59, 58]]. J'ai par la suite repris sestravaux
et je les ai complétés a�n de fournir une « boîte à outils » capable d'adapter la forme de
l'application à celle de l'architecture en optimisant dif férents critères par l'enchaînement
« intelligent » des transformations. Nous étudierons successivementdans ce chapitre les
dif férentestransformations qui ont été misesau point.

3.2 Fusion

Notr epremière tâcheestde réaliser l'optimisation, à l'aide du formalisme ODT, que nous
avons décrit à la section 2.3.2.3page 47. Nous appelons cette optimisation « fusion » bien
qu'elle n'ait qu'un rapport indir ect avec la fusion de boucles. La fusion consiste à réduir e
deux tâchesen une seule, la nouvelle tâche faisant appel à deux sous-tâches.La �gur e 3.1
montr e les deux tâchesavant la fusion et la �gur e 3.2 montr e le résultat de la fusion.

3.2.1 Principe de la fusion

La nouvelle tâche T3 réalise en une seule fois ce que faisaient les tâchesT1 et T2. Elle
consommeen entrée le tableau A1 et produit en sortie le tableau A3. Il y a donc conservation
des entréessorties, la fusion permet de remplacer les deux tâchessansmodi�er le restede
l'application.

T3 est une tâche hiérarchique qui est composéede deux sous-tâches: T1 et T2 qui réa-
lisent le même traitement qu'auparavant mais dont les tableaux d'entrée et de sortie dif-
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T1 T2

Tableau A2Tableau A1 Tableau A3

FIG. 3.1:Avant la fusion

Macro−motif

Tableau A3

T3

T1

Tableau A1

Tableau A4 Tableau A5 Tableau A6

T2

FIG. 3.2:Après la fusion

fèrent. En effet, on ne peut se contenter d'une seule tâche car il faut pouvoir appliquer les
traitements réaliséspar T1, et par T2.

Le but est de produir e à chaque itération au moins un motif du tableau A3. Or pour
obtenir un motif de A3, un ou plusieurs motifs de A1 sont nécessaires.C'est pour celaque le
tableau A4 estconstitué par l'agglomération de plusieurs motifs de A1, de manièreàcequ'ils
produisent après leur passagedans T1 suf�samment d'éléments pour remplir au moins un
motif opérande complet de T2. Cette agglomération est appeléemacro-motif.

La réalisation d'une fusion passepar la quête des macro-motifs opérandes mais aussi
résultats car nous verronsque danscertainscasnous produir onsàchaqueitération plusieurs
motifs. Pour atteindr e notre objectif, nous allons utiliser le formalisme ODT et sa capacité à
exprimer les dépendances.
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On représenteT1 et T2 par leur forme ODT :

T1 7→
�
M 1

�
M :

�
S1

�
S:

�
�Pop,1 Fop,1 0

�
� :

0

@
Q1

Dop,1

D res,1

1

A

G

: Pres,1 0 Fres,1 ;

T2 7→
�
M 2

�
M :

�
S2

�
S:

�
�Pop,2 Fop,2 0

�
� :

0

@
Q2

Dop,2

D res,2

1

A

G

: Pres,2 0 Fres,2 :

La représentation ODT d'une tâche se décompose en deux parties : le passagede l'en-
sembledescoordonnéesdu tableau opérande à l'espaceQD et le passagede l'espaceQD au
tableau résultat. Si on concatènecesdeux tâcheson voit que le passagede l'espace QD de
T1 à celui de T2 (c'est-à-dire de Q1D1 à Q2D2) passepar A2.

�
M 1

�
M :

�
S1

�
S:

�
�Pop,1 Fop,1 0

�
� :

0

@
Q1

Dop,1

D res,1

1

A

G

: Pres,1 0 Fres,1 :
�
M 2

�
M :

�
S2

�
S:

�
�Pop,2 Fop,2 0

�
� :

0

@
Q2

Dop,2

D res,2

1

A

G| {z }
relation Q1D1! Q2D2 passantpar A2

: Pres,2 0 Fres,2 (3.1)

Notr ebut estde transformer la partie de l'expr essionprécédenteentreaccoladea�n d'ob-
tenir une nouvelle expression qui ne devra plus passer par A2 mais qui devra formaliser
les dépendancesqui existent entre Q1D1 et Q2D2 (pour connaître ce qu'il est nécessaire de
consommer de A1 pour produir e au moins un motif de A3). Or si par le biais de la trans-
formation nous obtenons une nouvelle tâche A RRAY-OL, alors notre expression représente
naturellement les dépendances entre les espacesde départ et d'arrivée que sont Q1D1 et
Q2D2.

A�n de mieux comprendre ce raisonnement, il faut étudier la forme de cette expression
et les corrélations entre les dif férents espacesmis en jeux.

Cette tâche part de Q1D1 et va dans Q2D2 en passant par un nouvel espaceQD appelé
« super QD ».

0

@
Q1

Dop,1

D res,1

1

A

M

:
�
S

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres:

0

@
Q2

Dop,2

D res,2

1

A

?

Regardons comment interpréter lesdif férents élémentsde cette tâche.À chaqueitération
de pavage (itération sur Q), la nouvelle tâche consomme un motif opérande sur Q1D1 et
produit un motif résultat sur Q2D2. Mais qu'est cequ'un motif sur un espaced'itération ?

Dans un espaced'itération, il y a les dimensions d'ajustage et les dimensions de pavage,
celles d'ajustage désignent des points et celles de pavages des motifs. Si nous prenons un
motif dans cet espace,c'est-à-dire un ensemble de points sur les dif férentes dimensions,
nous allons en fait désigner des points dans des motifs des espacesde départ et d'arrivée.
Plus précisement, on ne désigne des points que dans un seul motif si les coordonnées des
points de l'espaced'itération ne varient passur lesdimensions de pavage.Et si l'ensemble de
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cespoints englobent toutes les dimensions d'ajustages, alors nous allons désigner un motif
complet (cf �gur e 3.31).

A1 A1

s�lectionn�s dans l'espace QD

Ensemble de points

Points d�sign�s dans A1

Points d�sign�s dans A2

D1

Q1

A2 A2

D1

Q1

Motifs incomplets Motif complet

FIG. 3.3:Désignation des motifs de A1 et A2 via l'espaceQ1D1

Dans notre cas, il faut qu'à chaque itération sur Q, nous désignons suf�samment de
points dans Q1D1 pour pouvoir construir e le macro-motif dans A1. Une itération sur Q est
une itération de pavagedu macro-motif, on parle de macro-pavage.Lespoints désignésdans
Q1D1, doivent englober toutes les dimensions d'ajustages puisqu'ils désignent eux-même
des motifs dans A1 (cf �gur e 3.4page 681).

Les itérations d'ajustage sur D servent à construir e le macro-motif, il n'existe pas de
contraintes prédé�nies sur cet ajustage. Toutefois il est possible de le subdiviser en deux
parties : l'ajustage spatial et le macro-ajustage.En effet comme le macro-motif est constitué
de motifs originaux de A1, on peut envisager saconstruction en deux étapes:

– construction d'un motif original par itération sur l'ajustage spatial ;
– passaged'un motif original à l'autr e par itération sur le macro-ajustage.

L'ajustage spatial est « chargé » de la construction du motif, donc une itération complète
des valeurs de l'ajustage spatial doit désigner des points qui englobent exactement toutes
les dimensions d'ajustage dans Q1D1. Le macro-ajustage,quant à lui, prend la place du pa-
vage original. Les itérations sur le macro-ajustage servent à désigner des points avec des
coordonnés de pavage dif férentesdans Q1D1.

La totalité des itérations d'ajustage sur D permettent de construir e un motif dans Q1D1

et donc le macro-motif dans A1. Et pour mémoire les itérations de pavage sur Q permettent,
elles,d'itér er le motif de Q1D1 donc le macro-motif.

Ce raisonnement s'applique symétriquement à la partie résultat de notre nouvelle tâche
et est illustré par les �gur es 3.5 page 681 et 3.4 page 681. À partir de cesré�exions, on peut
af�ner le squelettede notreexpressionune fois transformée (M en indice indique un macro-
ajustage, et l'absence d'indice désigne un ajustage spatial et non plus l'ajustage dans son
ensemble).

1Les �gur es 3.3, 3.4 page 68 et 3.5 page 68 sont simpli�ées : les parties opérandes et résultats de l'espace
d'itération D ne sont pas distinguées. La taille de ce dernier n'est donc pas représentative. Il faut simplement
distinguer les cas où on le prend dans sa globalité pour avoir des motifs complets des cas où il ne sert que
partiellement.
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Résumons,si notrenouvelle tâcheestune tâcheA RRAY-OL nous savonsqu'elle consom-
mera suf�samment de motifs de A1 pour pouvoir en produir e dans A3, mais a�n qu'elle
désigne de façon correctecesmotifs, il faut qu'à chaque itération d'ajustage (sur D) et plus
précisemment d'ajustage spatiale elle prenne les dimensions d'ajustages (D 1 et D2) de ses
espacesde départs Q1D1 et d'arrivées Q2D2 complètement.

3.2.2 Calcul de la fusion

Nous allons aborder maintenant le calcul de la fusion. Ce dernier fait of�ce de démons-
tration et prouve que le résultat est correct, mais il indique aussi quelles sont les étapesà
suivr e pour obtenir une tâche fusionnée. Ainsi l'implémentation de la fusion telle qu'elle
est décrite dans la section 3.2.4page 73 reprend point par point les dif férentes étapes du
calcul. Une compréhension détaillée de la fusion estdonc primor diale pour quiconque veut
travailler sur l'implémentation. Le calcul de la fusion est dû à Julien Soula, il n'est pas dé-
taillée dir ectementdans cettesection et a étémis dans l'annexe B page 125. La compléxité et
la longueur des opérations dépassent largement leurs intérets dans le cadre de cette thèse.
Toutefois, nous présentons ici les principales étapesdu raisonnement qui amène aux résul-
tats et cecia�n de mieux comprendre cequi suivra.

Le calcul de la fusion s'effectue en plusieurs étapes.La première étape permet d'obtenir
dir ectement une tâche A RRAY-OL. Mais cette dernière comporte des parties fractionnair es
qu'on supprime lors de la deuxième étape.Puis il faut construir e,à partir de la tâcheA RRAY-
OL obtenue, une nouvelle tâchehiérarchique.

3.2.2.1 Obtention d’une tâche ARRAY-OL

Le point de départ estdonc la partie centrale de l'expr essionODT des tâchesune et deux
misesbout à bout :
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Pour transformer cette expression en la représentation d'une tâche A RRAY-OL, on com-
mence par utiliser les propriétés sur l'inversion des ODT exacts(cf section 2.4.3.3page 60).
Puis en combinant les matrices à l'aide des autres propriétés des ODT, on obtient aisément
l'expr essiond'une tâcheA RRAY-OL. Mais le shift et la projection de notreexpressioncontien-
nent des valeurs fractionnair es dûes à l'utilisation de l'inversion des ODT exacts(cf 2.4.3.3
page 60). Avant de supprimer cesparties fractionnair es, on modi�e notre expression pour
qu'elle génère bien tous les points sur D et plus particulièr ement dans l'ajustage spatial.
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FIG. 3.5:Itération sur le macro-ajustage
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3.2.2.2 Suppression des valeurs fractionnaires

Les valeurs fractionnair es se trouvant aussi bien dans le pavage que dans l'ajustage de
la projection, nous allons commencer par utiliser la segmentation du gabarit pour élimi-
ner les parties fractionnair es du pavage. Une fois le pavage devenu entier, il ne reste plus
que l'ajustage. La méthode la plus simple pour supprimer les valeurs fractionnair es est de
construir e une boîte englobante autour des points qu'on souhaite manipuler . Mais cettemé-
thode a comme inconvénient de générer beaucoup plus de points que nécessaire. (cf encadré
page 59). Comme le montr ecetencadré,plus la taille desvecteurs d'ajustage estgrande plus
le nombre de points générésen trop est important. Générer trop de points à partir de l'ajus-
tage dans notre expression revient en fait à consommer trop de motifs opérande dans A1
pour produir e un motif résultat dans A3. On décide donc de réduir e cenombre en séparant
les parties entièreset fractionnair esdes vecteurs. On utilise alors cette inclusion :
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Mais nous devons faire face à un nouvel inconvénient puisqu'on élève le nombre d'ité-
rations au carré, ce qui n'a pas d'impacts sur notre tâche en elle-même, mais cela risque
de ralentir considérablement la construction des motifs par la suite. Nous utilisons donc
un nouvel échappatoire en utilisant la segmentation de l'ajustage pour limiter la taille des
bornes. En effet lorsqu'on effectue une segmentation du gabarit, que ce soit du gabarit de
pavage ou du gabarit d'ajustage, la valeur de � est choisie comme étant un diviseur des
bornes. Or � devient par la suite notre nouvelle borne pour les parties fractionnair es,donc
le nombre d'itération des parties fractionnair esa été réduit.

Ainsi la suppressiondes valeurs fractionnair ess'effectue en quatre étapes:

1. segmentation du gabarit de pavage pour n'avoir à travailler que sur l'ajustage ;

2. segmentation du gabarit d'ajustage pour réduir e la taille des bornes;

3. séparation des parties entières et fractionnair es des vecteurs d'ajustage pour limiter
leur taille ;

4. calcul d'une boîte englobante.

On obtient ainsi l'expr ession d'une tâche A RRAY-OL permettant de passerdir ectement
de Q1D1 à Q2D2 sanspasserpar A2. Cette tâcheestdonc appelée« super QD » et elle établit
les dépendancesentre A1 et A3.
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3.2.2.3 Obtention de la hiérarchie

À partir de la « super QD », il estpossible de construir e la tâchehiérarchique telle qu'elle
estdécrite section 3.2.1page 63.
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L'opération est relativement facile pour la tâche supérieure puisqu'il suf�t de remplacer
la partie centralede l'équation 3.1page65par la « super QD » et d'utiliser la composition des
ODT. Ce calcul soulève néanmoins un certain nombre de dif �cultés que nous ne détaillerons
pas.

Nous avons donc calculé la valeur de la tâchesupérieure,il faut donc que nous calculions
les deux sous-tâches.Cesdeux tâchessont équivalentes à T1 et T2 puisqu'elles doivent ef-
fectuer lesmêmestraitements, et par conséquent,ellesconsomment et produisent lesmêmes
motifs. Or la première tâchede la hiérarchie doit consommer le macro-motif opérande de la
tâchesupérieure.De plus, cemacro-motif est l'agglomeration de plusieurs motifs de la tâche
d'origine T1, il suf�t donc d'utiliser une matrice identité pour paver et ajuster ce macro-
motif dans la sous-tâche.Le raisonnement est le même pour montr er que la segmentation
de la secondetâche de la hiérarchie est également la matrice identité. Pour obtenir les der-
nières informations concernant les deux sous-tâches,on part d'un point se trouvant dans
l'espace d'ajustage opérande ou résultat de notre tâche « super QD ». Ensuite, on parcourt
« le chemin » reliant cepoint au point correspondant de A2. Pour un point setrouvant dans
l'ajustage opérande, on passepar la projection et le shift de la « super QD » pour arriver
dans Q1D1. Puis on passepar la segmentation de T1 pour arriver �nalement dans A2. On
composedonc cesODT pour obtenir la première sous-tâche,et le raisonnement est le même
pour la deuxième.

Les résultats obtenus sont de la forme :
– pour la tâchesupérieure :
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– pour la première sous-tâche:
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– pour la deuxième sous-tâche:
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Nous avons �nalement réussi à fusionner nos deux tâchesoriginales en une même tâche
hiérarchique comportant deux sous-tâches.Nous pouvons d'or es et déja remarquer que le
résultat produit comporte des imperfections. En effet, la sous-tâchegauche, à causede la
présenced'un shift résultat, n'est pas exacte.De plus, rien ne prouve pour l'instant que la
tâche supérieure soit elle même exacte (les matrices de pavages et d'ajustages, contenues
dans sa segmentation peuvent très bien ne pas répondr e aux critères de l'exactitude). En
outre nous n'avons que la forme ODT de ces tâches et nous ne savons fusionner que des
tâchessimples qui ne comportent pas plusieurs tableaux d'entrées et de sorties.
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T2T1

A1

A2

A3

I1
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Cas n°1 : plusieurs tableaux extérieurs
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Cas n°2 : plusieurs tableaux intérieurs

A1 T1 I1

D1T2

T3 F1

Cas n°4 : double consommation du tableau intermédiaire

T2I1 D1

A1 T1

T3E1

Cas n°5 : double production du tableau intermédiaire

A1 T2T1 D1

I1

I2

Cas n°3 : plusieurs tableaux intermédiaires

FIG. 3.6:Fusion de deux tâchesavecplusieurs tableaux intermédiair es

3.2.3 Généralisation de la fusion

Nous avons détaillé le calcul de la fusion lorsqu'il y a un seul tableau en entréeet un seul
tableau en sortie de chaque tâche. La généralisation de la fusion à des tâches comportant
plus de tableaux est possible et se basesur les résultats que nous venons d'obtenir . Il faut
distinguer cinq casdif férents comme le montr e la �gur e 3.6.

3.2.3.1 Cas no 1

La première tâcheconsommeun ou plusieurs tableaux d'entrée (A1, A2 et A3) et symétri-
quement la deuxième tâche produit un ou plusieurs tableaux de sorties (D1 et D2). Il s'agit
du casle plus simple. Le calcul de la « super QD » resteidentique, seul l'obtention de la hié-
rarchie change.Pour obtenir la hiérarchie Julien Soula propose de construir e la forme ODT

complète des deux tâchesT1 et T2 (cf encadré page 55) puis d'y appliquer la « super QD »
et en�n d'éclater à nouveau le résultat. Le calcul estdonc analogue à celui du casnormal tel
qu'il estdécrit section 3.2.2.3page 69.

Cependant cette méthode, bien que ne changeant rien du point de vue théorique, com-
plexi�e beaucoup l'implémentation. En effet, l'application de la « super QD » rend encore
plus complexe la distinction des dif férentes tâchesdans la forme ODT complète lors du ré-
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éclatement. Il esten fait beaucoup plus simple d'appliquer la « super QD » sur chacunedes
demi-tâches et ceci de manière individuelle. Il n'y a donc pas besoin de calculer la forme
ODT complète et surtout de séparer les élements de cette forme, une fois la « super QD »
appliquée.

3.2.3.2 Cas no 2

Les deux tâchespeuvent avoir plusieurs tableaux en entrée et en sortie, mais elles n'en
ont qu'un seul en commun. Seuledif fére la gestion des tableaux intermédiair esqui ne sont
pas communs aux deux tâches (B 1,B 2 et C1 du cas no 2 de la �gur e 3.6 ). La gestion des
autrestableaux sefait de manière similair e au premier cas.

Lestableaux de sortie de la premieretâche(B 1,B 2) sont donc gérésde manièredif férente.
En effet, après la fusion, ils deviennent des tableaux de sorties de la tâchesupérieure tout en
étant des tableaux de sorties de la première sous-tâche.Pour obtenir leurs représentations
ODT après la fusion, on applique un raisonnement similair e à celui d'une tâche normale.
Pour la tâche supérieure, il suf�t de combiner la représentation ODT de cestableaux avec la
partie gauche de la « super QD » (et non avec la droite comme pour un tableau de sortie
normale). Pour la première sous-tâche,il suf�t de prendre une simple matrice identité. En
effet, la première sous tâche produit un des motifs résultats de la tâche supérieure, on peut
donc utiliser la matrice identité. On applique un raisonnement symétrique pour les tableaux
consommés par la deuxième tâche. Le détail des calculs est présenté dans la section B.6
page 136de l'annexe.

3.2.3.3 Cas no 3

Les deux tâchesont plusieurs tableaux intermédiair es communs. Bien que décrivant ce
casdans sathèse,Julien Soulane lui apporte pasde solutions valables.La méthode que nous
proposonsest en fait similair e à celle du casno 4 qui lui n'est pas abordé par Julien Soula.

La dif �culté consisteici à exprimer lesdépendancesde manière correcteentre la tâchede
gaucheet la tâchede droite. L'utilisation de la forme complète n'est pas possible puisqu'elle
rendrait non exacte la partie droite de la tâche de gauche, ce qui bloquerait l'inversion de
l' ODT exact (cf section 3.2.2.1page 67).

Nous proposons d'ef fectuer la fusion en deux étapes.Pour cela, on dif férencie la pro-
duction de I 1 et de I 2, on considère alors que I 1 est produit par la tâche T1, mais que I 2
est produit par une deuxième tâche T1 identique à la première (cf �gur e 3.7 page 74). On
applique alors deux fusions successives: la première entre la première tâche T1 et la tâche
T2, la deuxième entre la deuxième tâcheT1 et le résultat de la première fusion. Finalement,
on obtient bien une seule tâche passantdir ectement de A1 à D1 et les tableaux I 1 et I 2 ont
disparu. En revanchela tâcheobtenue comporte une hiérarchie à deux niveaux. On constate
alors que si on applique n fusions successives,on a n niveaux de hiérarchies.Nous reparle-
rons de ce problème dans la critique de la fusion section 3.3page 78. Autr e remarque, nous
avons une double exécution de T1 : une fois pour produir e M 1I 2 et une fois pour produir e
M 2I 1. Il peut donc y avoir des calculs redondants dont nous négligerons l'impact. Il est
d'ailleurs envisageablede réutiliser une partie des résultats de l'exécution de la première T1
pour obtenir dir ectement le résultat de l'exécution de la deuxième T1, mais si celan'est pas
toujours possible.
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3.2.3.4 Cas no 4

Le tableau intermédiair e est consommé plusieurs fois (une fois par T2 et une fois par
T3).Une fusion dir ecte(T1-T2) n'est pas possible. En effet la fusion faisant disparaîtr e le ta-
bleau intermédiair e, il ne serait pas possible de relier la tâche fusionnnée avec T3. La solu-
tion consisteà dédoubler le tableau intermédiair e (I 1). On effectue ensuite une première fu-
sion (T1-T2) qui fait disparaitr e le premier tableau intermédiair e. On considère le deuxième
comme un simple tableau de sorties (comme dans le casno 2).Puis on effectue une deuxième
fusion entre le résultat de la première fusion et la tâcheT3, cequi fait disparaîtr e le deuxième
tableau intermédiair e. On obtient ainsi deux niveaux de hiérarchies.

La �gur e3.7 montr e le résultat de cettedouble fusion. On y voit notamment que nos trois
tâches n'en forment plus qu'une seule et que le tableau intermédair e n'est jamais produit
totalement. Mais on constateégalement qu'on a deux niveaux de hiérarchies et que la tâche
T1 produit sesdonnéesdans deux tableaux M 1I 11et M 1I 12. Cette double production n'est
qu'appar ente : M 1I 11 et M 1I 12 contiennent les mêmesdonnées.Jeles ai distingués a�n de
montr er que M 1I 11 est consommé par T2, alors que M 1I 12 sert à construir e M 2I 12.

3.2.3.5 Cas no 5

Le tableau intermédiair e est produit plusieurs fois. Ce cas n'est pas possible, c'est une
conséquenceimmédiate de l'assignation unique.

3.2.4 Implémentation de la fusion

L'implémentation reprend point par point lesétapesdu calcul de la fusion telle que nous
l'avons abordée dans la section 3.2.2page 67. Pour réaliser cette implémentation, il faut être
en mesure :

– de fournir une interface permettant de passerde la description A RRAY-OL d'une ap-
plication à la représentation ODT d'au moins deux de sestâches;

– d'ef fectuer une suite de calcul sur les ODT ;
– de retourner la description A RRAY-OL de l'application une fois les tâchesfusionnées.

De plus une telle implémentation est appelée à être utilisée dans un cadre plus large allant
de la modélisation d'applications A RRAY-OL à leurs exécutions.L'implémentation proposée
ici s'inscrit dans le cadre global des recherches et des développements de l'équipe WEST.
Toutefois, elle n'est pasdépendante de cesderniers et peut êtreenvisagéecomme un module
indépendant. Nous nous contenteronsdonc ici de dépeindr ebrièvement son fonctionnement
et sesinterfaces sansrentrer dans les détails.

J'ai commencé en écrivant une bibliothèque de manipulations des ODT. Cette biblio-
thèque propose en premier lieu une représentation des rationnels et les opérations calcu-
latoir es de base qui leurs sont accociées.En effet, une gestion personnalisée des rationels
est nécessaire à cause de l'utilisation de l'in�ni dans les calculs. Puis j'ai écrit les classes
RationalVector et RationalMatrix pour gérer les calculs sur des vecteurs ou des ma-
trices de rationnels. Ainsi j'ai pu créer deux sous classesOdtVector et OdtMatrix conte-
nant les primitives de basespour la gestion des ODT sous la forme de vecteurs ou de ma-
trices. En�n j'ai hérité de ces classespour créer les dif férents ODT : projection, segmenta-
tion, gabarit. . . Cette hiérarchie de classeest décrite dans le diagramme UM L de la �gur e 3.8
page 76. La seule dif �culté rencontrée à cette étape fût de bien gérer les cas limites et no-
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tamment lorsque l'une des composantesdes ODT se révèlent être nulle (pas de pavage, pas
d'ajustage, etc.).

Quatre classesindépendantes (cf �gur e 3.9 page 77) permettent ensuite d'ef fectuer les
calculs de la fusion. La classeOdtManipulations comporte les opérations principales de
la fusion telles que l'inversion des ODT exactes,le calcul de la boîte englobante ou encore les
dif férentes simpli�cations. La classeOdtTask est utilisée pour représenter une tâche ODT

complète, elle est également capable de représenter des tâcheshiérarchiques. Ainsi la mé-
thode fusion de la classeOdtFusion prend deux OdtTask comme paramètreset retourne
une OdtTask hiérarchique. La classeOdtHalfTask est, quant à elle, utilisée pour repré-
senter une demi-tâche et y appliquer les résultats de la fusion dans le casno 2 de la fusion
généralisée(cf section 3.2.3.2page 72).

Ces classesfournissent donc les basesnécessaires au calcul de la fusion, il faut donc
maintenant concevoir une A PI permettant de passerde la représentation d'une application
A RRAY-OL à sa représentation ODT. En effet comme nous l'avons vu dans la section 2.4.2.3
page 54, il n'y a pasd'équivalence desreprésentationsA RRAY-OL et ODT. Cette A PI estdonc
indispensable à l'utilisation de la fusion.

Pour ne pas avoir à gérer toute une application, ce qui serait inutile puisque seules les
tâches(lesmodèles locaux) sont intéressantes,l' A PI autorise simplement la création de tâches
via la classeOdtApiTask. Ces classessont utilisées comme paramètres de la méthode fu-
sion de la classeOdtApiFusion qui retourne à son tour une OdtApiTask hiérarchique.
Le principe est donc similair e à celui de la gestion des tâches ODT. Mais cette fois-ci, une
OdtApiTask, contrairement à une OdtTask, contient toutes les informations nécessaires
à son insertion dans une description globale d'application. Si on regarde plus en détails le
fonctionnement de cette A PI, on peut schématiserle déroulement d'une fusion de la manière
suivante :

– Création des deux tâches opérandes : on créed'abord deux objetsOdtApiTask vides.
Puis on se sert des méthodes addInputDependence et addOutputDependence
pour ajouter les demi-tâches une par une. En effet le nombre de demi-tâches n'étant
pas toujours le même, il n'est pas possible de passer par le constructeur. On en pro-
�te pour associerun identi�ant unique (OdtApiConnectionPoint) au motif et au
tableau de chaquedemi-tâche.

– Calcul de la fusion : on appelle la méthode fusion de la classeOdtApiFusion en
passant nos deux OdtApiTask comme paramètre. Cette méthode recherche d'abord
les tableaux intermédiair es communs grâce aux identi�ants uniques. Puis elle calcule
la représentation ODT des deux tâcheset �nalement elle appelle la méthode fusion de
la classeOdtFusion.

– Retour du résultat : avant de retourner un résultat il faut convertir le résultat OdtTask
que l'on vient d'obtenir en OdtApiTask. Le principal travail est d'associer à chaque
nouveau tableau et à chaquenouveau motif un nouvel identi�ant. Ainsi, le motif d'en-
trée de la tâchesupérieure aura le même identi�ant que le tableau d'entrée de la sous-
tâche; le tableau d'entrée de la tâchesupérieureaura le même identi�ant que le tableau
d'entrée de la tâche de gauche avant la fusion et ainsi de suite. . . Cette technique est
utilisée pour qu'on puisse relier la tâche fusionnée correctement dans l'application.
En�n on retourne une OdtApiTask contenant le résultat de la fusion.

Cette A PI fournit donc une interface « basique» pour la fusion de tâchesA RRAY-OL. Sonuti-
lisation nécessiteragénéralement l'établissement d'une passerelle faisant of�ce de convertis-
seur entre lesOdtApiTask et le modèle de donnéesde l'application appelante.
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FIG. 3.8:Hiérar chie des ODT
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FIG. 3.9:Classesde manipulation des ODT

FIG. 3.10:L'A PI de manipulation de la fusion
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3.2.5 Conclusion

Nous venons de voir le fonctionnement de la fusion de deux tâches,d'abord en étudiant
l'aspect théorique d'un cassimple, puis en généralisant lescalculs à l'ensemble descaset en-
�n en proposant une implémentation. Il est apparu que la fusion ne comportait pas que des
avantages: les sous-tâchesqu'elle génére ne sont pas nécessairement exactes,la succession
de plusieurs fusions entraîne la création de tâcheshiérarchiques à multiples niveaux. Ce ne
sont là que lesdéfauts lesplus visibles, il en existed'autr esqui serévèlent être plus génants.
Nous allons donc proposer dans la prochaine section , une suite de correctifs à la fusion qui
donneront naissanceà de nouvelles optimisations des applications A RRAY-OL.

3.3 Critique de la fusion

La fusion ne comporte pas que des avantages,on peut en fait distinguer quatre inconvé-
nients principaux.

Inéxactitude des résultats Le premier inconvénient de la fusion apparaît à la lecture de la
forme ODT desrésultats (cf section 3.2.2.3page 69). En effet, la première sous-tâchen'est pas
nécessairement exactepuisqu'elle comporte un shift résultat.

Pour qu'une tâche soit exacte,il faut également que sasegmentation respecteun certain
nombre de conditions (cf section 1.3.2.3page 26). Or nous n'avons rien prouvé concernant
les segmentations de la tâche supérieure et de la première sous-tâche.La segmentation de
la deuxième sous-tâche,quant à elle, est forcément exactepuisqu'elle est égale à la matrice
identité. L'étude de l'éxactitude de cesdeux segmentations dépend également des calculs
intermédiair esde la fusion. Il résulte que la segmentation de la tâche supérieure est exacte,
mais que cen'est pas toujours le caspour celle de la première sous-tâche.Cependant la non
exactitude de cette segmentation ne constitue pas une grosseentorse au principe d' A RRAY-
OL puisque les bornes de pavage de cette sous-tâchesont déjà connues grâce à la fusion.
Cette dernière impose en effet que les n bornes de pavages soient égalesà la taille des n
premièresdimensions du tableau d'entrée (A4).

Création de hiérarchies abyssales Comme nous l'avons vu à la section 3.2.3.3page72, une
successionde fusions augmente la profondeur de la hiérarchie. Ainsi si l'on effectue n fu-
sions successivessur des tâchessituéesà un même niveau alors la profondeur maximum de
la hiérarchie est de n. On parle alors de hiérarchies abyssales.Ceshiérarchies complexi�ent
la compréhension de l'application. Il serait donc intéressantde trouver une nouvelle trans-
formation qui permettrait de niveler les tâches.Ainsi on pourrait fusionner successivement
n tâches,puis remonter lesniveaux de hiérarchieslesplus baspour obtenir une simple tâche
hiérarchique mais qui permettrait de passerdir ectementdu tableau opérande de la première
tâche au tableau résultat de la dernière. De plus l'exécution de cette tâche serait totalement
data-parallèle. Nous verrons ultérieur ement comment obtenir une telle transformation.

Réduction limitée de l’occupation mémoire Un autre inconvénient concernela réduction
de l'occupation mémoire. Le gain de place est dû à la suppressiondu tableau intermédiair e
qui est remplacé par le tableau A5 (cf �gur e 3.1page 64 et �gur e 3.2page 64). Les éléments
de A5 sont uniquement produits par T1. Or T1 produit sesélémentsen respectantle système
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de coordonnéesde A2, cequi implique donc que A5 respectela forme de A2 et par la même
que A5 a comme taille la boîte englobante du macro-motif produit par T1. Et de ce fait, la
taille de A5 peut rester relativement importante. La �gur e 3.11présentela situation dans un
casfavorable tandis que la �gur e 3.12montr e un casdéfavorable.

Fusion

A2 A5

FIG. 3.11:casfavorable

Fusion

A2 A5

FIG. 3.12:casdéfavorable

Aucune solution n'a étémise en œuvrepour résoudreceproblème , bien que Julien Soula
ait proposéd'utiliser une fonction de réindexage.

Apparition de recalcul En�n, la fusion peut également provoquer l'apparition de recal-
culs. L'étude de ce problème et les conséquencesqui en découlent font l'objet de la section
suivante.

3.4 Apparition de recalculs

3.4.1 Mise en évidence des recalculs

Une des conséquencesles moins visibles de la fusion est l'apparition de recalculs dans
certains casparticuliers. Cesrecalculs interviennent au niveau de la première sous-tâchede
la hiérarchie. Pour mieux comprendre ce qui se passe,examinons l'exécution d'une tâche
hiérarchique issued'une fusion :

– la tâchedu haut consomme un macro-motif constitué d'un agglomérat de motifs de la
première tâcheavant la fusion (cf section 3.2.1page 63) ;

– cemacro-motif devient le tableau d'entrée de la première sous-tâche;
– or cette première sous-tâcheeffectue le même traitement que la première tâche avant

la fusion, elle consomme donc les mêmesmotifs (cf section 3.2.1page 63) ;
– le macro-motif estdonc découpé en motifs originaux par cettesous-tâche;
– le recalcul intervient lorsque deux macro-motifs partagent des motifs originaux en

commun, cequi fait que deux exécutionsde la sous-tâchevont consommer les mêmes
motifs originaux.

La �gur e 3.13 illustr e la présenced'un recalcul. Si l'on observe le tableau d'entrée de la
tâchesupérieureaprès la fusion, on peut voir que deux macro-motifs successifsont trois élé-
ments communs. Cesélémentsconstituent en fait chacundesmotifs originaux de la première
tâche (T1) avant la fusion. Ils vont donc être consommé un à un par la première sous-tâche
puisqu'il s'agit de la même tâcheT1. Mais comme ils sont présentsdans deux macro-motifs,
ils sont consommésdeux fois chacun! Il y a donc recalcul.

Si on étudie l'exécution complète de la tâche fusionnée, on comprend alors que la majo-
rité des éléments ne sont pas calculés deux fois par T1 mais bel et bien quatre fois. En effet
comme le montr e la �gur e 3.14page 81 tous les points d'un macro-motif, à l'exception des
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Les deux tâches avant la fusion
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Les deux tâches après la fusion
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T2 0
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FIG. 3.13:Exemple de recalcul
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extrêmes,appartiennent en fait à trois autresmacro-motifs. Ainsi le temps d'exécution de la
tâche T1 est quadruplé. On peut d'ailleurs constater que cerecalcul est le fruit de la fusion,
il n'était pas présent avant comme le montr e la �gur e 3.13.
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Itérations

FIG. 3.14:Nombr e de motifs communs à un même élément

3.4.2 Origine des recalculs

Après une fusion, des recalculs peuvent donc intervenir au niveau de la première sous-
tâche (T1) d'une tâche hiérarchique. Cesrecalculs sont toujours dus aux manipulations qui
sont faites sur le tableau opérande (A1) de la tâchesupérieure.Ainsi, il y aun recalcul lorsque
dif férents macro-motifs du tableau opérande partagent des élements communs et que ces
éléments constituent au moins un motif opérande de la première tâche avant la fusion. Le
partage d'éléments entre macro-motifs peut seproduir e dans deux casdistincts :

– Premièrement, lorsque les macro-motifs de A1 se chevauchent; c'est l'exemple de la
�gur e 3.13.

– Deuxièmement, lorsque A1 est torique sur au moins une de sesdimensions. Les pre-
miers motifs sont recalculésune fois que l'on a fait le « tour » du tableau.

Bien qu'ayant les mêmeseffets, cesdeux casn'ont ni la même cause,ni la même gravité.
Le premier cas est dir ectement la conséquencede la fusion puisque le recalcul n'apparait
pas dans les deux tâchesoriginelles (cf �gur e 3.13 ), alors que dans le deuxième cas il est
impératif que le recalcul soit présent avant la fusion puisque cette dernière ne rend pas les
dimensions toriques2. De plus si on compare leurs degrés de recalcul, on constate que le
chevauchementdesmacro-motifs quadruple le temps d'exécution de la première sous-tâche
alors que l'utilisation du modulo nécessitede parcourir quatre fois le tableau opérande pour
obtenir un tel résultat.

Les recalculs par utilisation du modulo ne sont donc pas une conséquencedir ecte de
la fusion, il est en outre possible de réduir e leurs effets au moment de la modélisation de

2La fusion n'intr oduit pas l'utilisation de modulo, il faut que le modulo soit déjà présent dans la consomma-
tion d'un des tableaux opérandesd'une des tâchesoriginelles avant la fusion.
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l'application. Nous essaieront donc de résoudre ici uniquement les recalculsprovoqués par
le chevauchementdes macro-motifs.

La cause de ces chevauchements est relativement simple à trouver. La fusion permet
de passerdir ectement des tableaux A1 à A3 sanspasser par A2. Pour cela, elle agglomère
suf�sament de motifs de A1 pour être en mesure de construir e au moins un motif de A3. Cet
agglomérat est donc le macro-motif. Or s'il y a chevauchement des macro-motifs, c'est que
pour construir e un motif de A3, on utilise une partie des données ayant servi à construir e
un autre motif de A3. Il faut donc qu'il y ait également un chevauchement des données
nécessaires à la construction de A3. En effet comme le montr e la �gur e 3.13page 80, si les
motifs opérandesde T2 serecouvrent alors les macro-motifs sechevaucheront 3.

3.4.3 Réduction des recalculs

Pour réduir e les recalculs,on propose simplement de limiter les chevauchements.Pour
cela,on augmente le vecteur de pavagede la dimension sur laquelle sefait le chevauchement
et on agrandit la taille du macro-motif. La �gur e 3.15 montr e un agrandissement du macro-
motif dans le cadre de notre exemple des �gur es 3.13page 80 et 3.14 . Dans ce casprécis
la taille du macro-motif et le vecteur de pavage ont été augmentés de 1. Ainsi comme le
montr e la �gur e, un élément du tableau appartient soit à trois macro-motifs dif férents, soit
seulement à deux. Le nombre d'exécution de T1 estdonc multiplié par deux et demi au lieu
de quatre. De plus si la taille du macro-motif est encore augmentée, le nombre de recalcul
diminuera. Ainsi plus la taille du macro-motif est grande plus le nombre de recalculs est
petit.

Cependant cette technique a un certain nombre d'impacts sur notre tâche hiérarchique.
Tout d'abord, elle modi�e la taille du macro-motif résultat produit par la tâche supérieure.
Pour comprendre les enjeux, étudions le changement de taille du macro-motif dans le cadre
de notreexemple.La première sous-tâche(T1) va consommer lescinq élémentspour en pro-
duir e cinq autres, la deuxième sous-tâche,quant à elle, va consommer les quatrespremiers
éléments (numérotés de 0 à 4) pour produir e un motif résultat �nal. Mais elle consommera
également les éléments numérotés de (1 à 5) pour produir e un deuxième résultat �nal. En
effet, notre nouveau macro-motif contient deux macro-motifs originaux (celui constitué par
les points numérotésde 0 à 4 et celui constitué par les points numérotésde 1 à 5). Il estdonc
logique qu'une fois agrandit, le macro-motif serve à produir e les deux résultats.

Le deuxième impact de notre technique est un agrandissement de la taille de tous les
tableaux de la sous-tâche.On diminue donc la réduction de l'occupation mémoire offerte
par la fusion. Toutefois cettediminution restemarginale faceà la réduction du recalcul si on
n'agrandit pas le macro-motif de façon trop importante.

On peut également trouver une autre utilité à cette technique ; il est en effet possible
d'utiliser le redimensionnement du macro-motif pour dé�nir la granularité d'une hiérarchie
qu'elle soit issue ou non d'une fusion ou qu'elle comporte ou non des recalculs.Ainsi il est
possible de choisir pour les itérations de la tâchesupérieure le nombre de donnéesconsom-
méeset donc par la même de choisir le nombre de donnéesproduites. À l'instar de la fusion,
cettetechnique proposede transformer une application A RRAY-OL, nous l'appelons change-
ment de pavage (changepaving)car il faut changer lesvecteurs de pavagea�n de l'appliquer .

3On peut également constater sur cette �gur e que le chevauchementavant la fusion n'entraîne pas de recal-
culs puisque la tâcheT2 consomme des motifs de taille quatre qui sont tous dif férents les uns des autres
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FIG. 3.15:Effet de l'agrandissement du macro-motif sur les recalculs

Notons tout d'abord que le changementde pavageestdéjaprésent dans la thèsede Julien
Soula. Mais la technique qu'il proposepour agrandir le macro-motif reposesur l'emploi de
calculs intermédiair esde la fusion, ce qui empêcheson utilisation en dehors du cadre strict
d'un résultat de fusion dont on aurait gardé lesétapesintermédiair es.Nous proposonsdonc
ici une nouvelle méthode reposant sur une démarcheoriginale.

Le changement de pavage consiste donc à augmenter la taille d'un des vecteurs de pa-
vage et à augmenter la taille du macro-motif. Il estbien sûr obligatoir e de faire correspondre
l'agrandissement du macro-motif et la modi�cation du vecteur pavage a�n de ne pas modi-
�er les résultats produits.

3.4.4 Changement de pavage par ajout de dimensions

Notr e première idée pour mettre en œuvre le changement de pavage fut de proposer
l'ajout d'une dimension au macro-motif. Cette dimension sert de « rangement » pour mettre
côte à côte des macro-motifs originaux. Sur l'exemple de la �gur e 3.16, on décide d'utiliser
le changement de pavage pour diviser par deux le nombre d'itérations de la tâche.

Notr ebut estdonc de calculer en une seuleet même itération deux macro-motifs résultats
(en jaune clair et foncé sur la �gur e). Par conséquent il nous faut également consommer
deux macro-motifs opérandes à la fois (en bleu clair et foncé). On décide alors d'agrandir
le macro-motif en lui ajoutant une dimension de taille deux pour « loger » les deux macro-
motifs originels. Ainsi le nouveau macro-motif opérande estde taille 2×3×3 et celui résultat
estde taille 2×1. Il nous faut désormais modi�er le pavage et l'ajustage opérande et résultat
pour consommer et produir e correctementcesnouveaux macro-motifs.
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Avant l’ajout de dimension
La tâchesupérieure

0 1 2 3 4 5 6
0
1
2

1
A1

ST1T2 0 1 2 3 4
0

1
A3

Les deux sous-tâches

0 1 2
0
1
2

M A1

T1 0 1 2
0
1

M A2

0 1 2
0
1

M A2

T2 0
0

M A3

Après l’ajout de dimension
La tâchesupérieure

0 1 2 3 4 5 6
0
1
2

1
A1

ST1T2 0 1 2 3 4
0

1
A3

Les deux sous-tâches

0
1

2

0
1
2

0
1

M A1

T1 0
1

2

0
1

0
1

M A2

0
1

2

0
1

0
1

M A2
T2

0
1

0
0

M A3

FIG. 3.16:Changement de pavage par ajout de dimensions
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L'opération est relativement simple : il suf�t de faire passer le vecteur de pavages dans
l'ajustage. Ainsi les« deuxièmes » macro-motifs (de couleur claire sur la �gur e) qui n'étaient
atteignables que par le pavage le sont désormais par l'ajustage. De plus, pour que le pavage
ne lesprenneplus en compte, on double la taille du vecteur de pavageorginel, ainsi on passe
dir ectement du « premier » au « troisième » macro-motif. Sur notre exemple le pavage est
doublé et passede ( 4 ) à ( 8 ) du coté opérande et de ( 1 ) à ( 2 ) du coté résultat.

Nous venons d'ef fectuer la modi�cation de la tâche supérieure, il faut maintenant mo-
di�er les deux sous-tâches.La première consomme un tableau de taille 2 × 3 × 3, donc le
tableau qu'elle produit voit également sa taille doublée, il passede 3× 2 à 2× 3× 2. En ap-
pliquant le même raisonnement on en déduit que tous les tableaux de la sous-tâchegagnent
une dimension. Pour atteindr e cette nouvelle dimension il suf�t de rajouter un vecteur de

pavage de forme
�

1
0
...

�
à chaquedemi-tâche concernée.

Étudions désormais l'ajout d'une dimension d'un point de vue théorique. La première
étapeest de choisir un vecteur de pavage puis de choisir le coef�cient d'agrandissement du
macro-motif. Dans l'exemple précédent, nous avons doublé la taille du macro-motif ; mais il
est tout à fait possible de tripler ou de quadrupler cette taille, la dimension qu'on rajoute est
simplement plus grande. Il faut cependant que le coef�cient d'agrandissement soit un divi-
seur de la borne d'itération du vecteur de pavage.En effet, si on choisit un vecteur ayant une
borne de cinq, il n'est pas possible de multiplier par deux la taille du macro-motif, puisque
cela impliquerait qu'un macro-motif originel resteseul. Une fois cesdonnéeschoisies,il suf-
�t de faire une copie du vecteur de pavage dans l'ajustage et de multiplier cedernier par le
coeffcient. On divise alors la borne de pavage par le coef�cient. La création des sous-tâches
ne comporte aucune dif �culté, il faut juste ajouter à chaque tableau la nouvelle dimension
de taille égaleau coef�cient. Il faut également ajouter à chaque tableau un nouveau vecteur
de pavage à l'image de celui décrit dans notre exemple. Soit l'expr ession ODT d'une tâche
A RRAY-OL :

�
M

�
M :

�
S

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres :

Considérons cette expressioncomme celle de la tâche supérieure d'une hiérarchie et appli-
quons y notre technique d'ajout de dimensions : soit i l'indice d'un vecteur de pavage, on
chosit n le facteur d'agrandissement tel que Qi mod n = 0. On obtient alors :
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�
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Faisonsde même,en considérant l'expr essioncomme celled'une sous-tâchede la hiérarchie.
Après application des modi�cations on a alors :

�
n
M

�

M
:
�

0
S

�

S
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�
�
�
�
1 0 0 0
0 Pop Fop 0

�
�
�
� :

0
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n
Q

Dop

D res

1

C
C
A

G

:
1 0 0 0
0 Pres 0 Fres

:

Nous venons de détailler le changement de pavage par ajout de dimensions, étudions
maintenant son impact sur la réduction du recalcul en reprenant notre exemple de la �-
gure 3.13page 80. Nous sommes hélas forcésde constater que l'ajout d'une dimension au
macro-motif ne changerait rien au recalcul.En effet, un macro-motif de taille double contien-
drait deux macro-motifs originels et donc il contiendrait deux fois les points qui font l'objet
du recouvrement ; le recalcul subsisterait. Il faut donc proposer un nouveau changement de
pavage en agrandissant linéairement la taille du macro-motif et en ajoutant uniquement des
élémentsne s'y trouvant pas déjà.

Le changement de pavage par ajout de dimensions est-il inutile ? En fait non, car si on
considère l'exemple de la �gur e 3.16 page 84, on constate alors qu'un agrandissement li-
néaire du macro-motif engloberait les points de coordonnées( 3

0 ), ( 3
1 ), ( 3

2 ). Cespoints ne fai-
sant partie d'aucun macro-motif leur traitement poserait immanquablement des problèmes.
Nous allons donc voir dans la section suivante dans quel casle changement de pavage par
agrandissement linéaire du macro-motif manipule exactementle bon nombre de points.

3.4.5 Changement de pavage par agrandissement linéaire : partie opérande

Dans un premier temps, nous allons mettre en équation la présenced'un recalcul par
chevauchementdans une tâchehiérarchique. Puis nous étudierons le changementde pavage
par agrandissement linéaire au niveau de la partie opérande de la tâchesupérieure.

3.4.5.1 Mise en équation d’un recouvrement

Nous nous basonspour celasur la représentation ODT de la tâche supérieure. Nous dis-
tinguons dans cette représentation les dimensions de macro-ajustageet d'ajustage spatial 4.
On obtient :

�
M op

�
M :

�
Sop

�
S:

�
�Pop MFop Fop 0 0

�
� :

0

B
B
B
B
@

Q
MDop

Dop

MD res

D res

1

C
C
C
C
A

G

: Pres 0 0 MFres Fres :

Pour qu'il y ait recouvrement donc recalcul, il faut que chaque itération de pavage par-
tage un motif de la sous-tâcheavec une autre itération de pavage. Il nous suf�t en fait de
prouver qu'elles partagent seulement les origines en n'utilisant que le pavage et le macro-
ajustage, l'ajustage spatial servant à recréer le reste du motif. On désigne alors par i la di-
mension de pavage sur laquelle se trouve le recouvrement et par k la dimension de macro-
ajustagepermettant d'atteindr e lesorigines. On peut alors commencerà écrire lesconditions

4Pour mémoir e, le macro-ajustagedevient le pavage dans la sous-tâche,alors que l'ajustage spatial devient
l'ajustage.
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menant à l'établissement de l'équation du recalcul :

∃i ∈ N;∃k ∈ N;∀−→q ;
−→
0 ≤ −→q <

−→
Q −

−→
1 ;∃

−→
q0;

−→
0 ≤

−→
q0 <

−→
Q; q0

i = qi + 1 et ∀j 6= i; q0
j = qj;

Cette première ligne implique qu'on ne prend en compte le recouvrement qu'au niveau des
itérations de pavage successivessur une et une seuledimension.

∃
−→
d ;

−→
0 ≤

−→
d <

−−→
MD;∃

−→
d0;

−→
0 ≤

−→
d0 <

−−→
MD;∀j 6= k; d0

j = dj ;

Cette deuxième ligne implique qu'on ne prend en compte que les origines atteignables par
le même vecteur d'ajustage ce qui ne constitue pas en soit une limitation importante. On
peut désormais écrire la condition principale du recouvrement :

−→
O +

�
�Pop MFop

�
� :

�
q
d

�
≡

−→
O +

�
�Pop MFop

�
� :

�
q0

d0

�
mod

−→
M

−−→
Pop,i × qi +

−−−−→
MFop,k × dk ≡

−−→
Pop,i × q0

i +
−−−−→
MFop,k × d0

k mod
−→
M

Or on a poséque q0
i = qi + 1, on obtient donc :

−−−−→
MFop,k × dk ≡

−−→
Pop,i +

−−−−→
MFop,k × d0

k mod
−→
M

−−→
Pop,i −

−−−−→
MFop,k × (dk − d0

k) ≡ 0 mod
−→
M

On pose � = dk − d0
k, on a donc −Dk < � < Dk et

−−→
Pop,i −

−−−−→
MFop,k × � ≡ 0 mod

−→
M (3.2)

On obtient donc une équation permettant d'établir s'il y a recalcul ou non. Cette équation
est d'ailleurs facilement compréhensible d'un point de vue A RRAY-OL puisqu'elle signi�e
simplement que pour qu'il y ait recalcul il faut qu'une origine de motif originel soit attei-
gnable par une dimension de macro-ajustagedans un premier macro-motif

−−−−→
MFop,k × dk et

que cettemêmeorigine soit égalementatteignable par la mêmedimension de macro-ajustage
−−−−→
MFop,k × d0

k après une itération de pavage sur le vecteur
−−→
Pop,i.

3.4.5.2 Validité du changement de pavage par agrandissement linéaire

Nous étudions ici la partie consommation de la tâche supérieure d'une tâche hiérar-
chique sur laquelle on a appliqué le changement de pavage par agrandissement linéaire.
Pour simpli�er la mise en application du changement de pavage on considère qu'il faut que
l'ensemble des points consomméspar l'exécution de la tâchesoit identique à l'ensemble des
points consommésavant l'application du changement de pavage.

Soit U l'ensemble des points consomméspar une tâche,on peut alors facilement écrire à
l'aide des ODT que :

U =
�
−→u |−→u ≡

�
−→
O +

�
�Pop Fop

�
� :

�
q
d

��
mod

−−→
M op;

−→
0 ≤ −→q <

−→
Q;

−→
0 ≤

−→
d <

−−→
Dop

�

Pour pouvoir désigner l'ensemble des points consommés après le changement de pa-
vage, nous devons d'abord décrire les principes de basede cedernier. À l'image du change-
ment de pavagepar ajout de dimension, nous devons d'abord désigner le vecteur de pavage
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que nous allons agrandir, puis choisir le facteur d'agrandissement. Là encore il faut que la
borne d'itération du vecteur de pavage soit un multiple du facteur d'agrandissement. La
dif férencevient du macro-ajustagedans lequel nous ne rajoutons pas de dimensions, mais
dans lequel nous choisissonsune dimension que nous décidons d'agrandir pour mettre les
nouveaux éléments issus de l'agrandissement du macro-motif. On désigne par i l'indice du
vecteur de pavage,par k l'indice du vecteur d'ajustage et par L la nouvelle borne d'itération
du vecteur de macro-ajustage.

L'application du changement de pavage sur une tâche ne modi�e donc que deux vec-
teurs de pavages et d'ajustages ainsi que les bornes d'itérations qui leurs sont associées.
L'ensemble des itérations sur cesdeux vecteurs est combiné avec l'emsemble des itérations
sur les autres vecteurs pour produir e l'ensemble des points consommés.Or si on modi�e
cesdeux vecteurs, il suf�t de véri�er que l'ensemble des valeurs qu'ils produisent avant et
aprèsla modi�cation soient égalespour prouver que l'ensemble despoints consommésreste
le même. On peut donc secontenter de tester l'égalité des ensemblessuivant :

Uav =
n
−→u |−→u ≡

� −−→
Pop,i × x1 +

−−−−→
MFop,k × y1

�
mod

−−→
M op; 0 ≤ x1 < Qi; 0 ≤ y1 < MDop,k

o

Uap =
�
−→u |−→u ≡

�
n ×

−−→
Pop,i × x2 +

−−−−→
MFop,k × y2

�
mod

−−→
M op; 0 ≤ x2 <

Qi

n
; 0 ≤ y2 < L

�

On peut tester l'égalité de cesdeux ensemblesà l'aide de l'équation :

∃L ∈ N;∀x ∈ N; 0 ≤ x < Qi;∀y1 ∈ N; 0 ≤ y1 < MDop,k;∃y2; 0 ≤ y2 < L
−−→
Pop,i × x +

−−−−−→
MFop,k × y1 ≡ n ×

−−→
Pop,i × b

x
n
c +

−−−−−→
MFop,k × y2 mod

−−→
M op

Cependant cette égalité n'est réellement équivalente aux précédentesque si l'ensemble des
y2 qu'elle dé�nit, constitue l'ensemble des valeurs entièresentre 0 et L. En effet, l'intervalle
[0;L[ est en fait notre nouvel espaced'itération pour le vecteur d'ajutage k après le change-
ment de pavage.

Nous nous contenterons de prouver cette égalité dans le casoù les tâchesconsomment
les points à des itérations de pavage correspondantes. En effet, le changement de pavage
consisteà grouper des macro-motifs. Ainsi avecun facteur d'agrandissement de n, on grou-
pe n macro-motifs en un seul. Donc les n itérations de pavage servant à construir e ces n
macro-motifs sont regroupéesen une seuleitération. On en déduit qu'il existeune surjection
f entre les itération de pavage avant et après le changement de pavage, f est de�nie de la

manière suivante : en posant E = {x ∈ N|0 ≤ x < Qi} et F =
n

x ∈ N|0 ≤ x < Qi

n

o
, on a :

f : E → F

x → b
x
n
c

On peut écrire alors notre égalité sous la forme :

−−→
Pop,i

�
x − n × b

x
n
c
�

+
� −−−−−→
MFop,k × (y1 − y2)

�
≡

−→
0 mod

−−→
M op

On posex = tn + m avec t ∈ N et m ∈ N; 0 ≤ m < n cequi donne :

x − n × b
x
n
c = tn + m − n × b

tn + m
n

c = tn + m − nt = m
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Finalement, on obtient :

∃L ∈ N;∀m ∈ N; 0 ≤ m < n; ∀y1 ∈ N; 0 ≤ y1 < MDop,k;∃y2 ∈ N; 0 ≤ y2 < L
−−→
Pop,i × m +

−−−−−→
MFop,k × (y1 − y2) ≡

−→
0 mod

−−→
M op

On constate, à la vue de cette équation, que la condition d'égalité des ensemblesconsom-
més et produits avant et après le changement de pavage, est très ressemblanteà celle de la
présenced'un recalcul dans une tâche hiérarchique. En effet, si on décide d'utiliser pour le
changement de pavage les dimensions de pavage et d'ajustage provoquant le recalcul, alors
on obtient des équations quasi similair es.On peut donc seposer deux questions :

1. les ensemblesconsommésavant et après le changement de pavage par une tâche hié-
rarchique sont-ils bien les mêmes lorsque cette tâche comporte un recalcul par recou-
vrement ?

2. comment respecterles conditions de validité du changement de pavage du coté résul-
tat puisque les propriétés du recouvrement s'appliquent uniquement à la partie opé-
rande ?

3.4.5.3 Validité lorsque la tâche est hiérarchique

Supposonsque nous venons d'appliquer un changement de pavage par agrandissement
linéaire sur les vecteurs de pavageset d'ajustages qui provoquaient un recouvrement dans
une tâchehiérarchique. Puisque la tâcheesthiérarchique nous savonsque :

∃� ;−MDop,k < � < MDop,k;
−−→
Pop,i −

−−−−−→
MFop,k × � ≡ 0 mod

−−→
M op

On peut facilement modi�er cetteéquation en écrivant (avecm et y1 dans N) :

−−→
Pop,i × m +

−−−−−→
MFop,k × (−m�) ≡

−→
0 mod

−−→
M op

−−→
Pop,i × m +

−−−−−→
MFop,k ×

�
y1 − (y1 + m�)

�
≡

−→
0 mod

−−→
M op

On chosit donc y2 tel que :

∀m; 0 ≤ m < n; ∀y1; 0 ≤ y1 < MDop,k; y2 = y1 + m�

On a alors y2 qui véri�e que :

∃L ∈ N;∀m ∈ N; 0 ≤ m < n; ∀y1 ∈ N; 0 ≤ y1 < MDop,k;∃y2 ∈ N; 0 ≤ y2 < L
−−→
Pop,i × m +

−−−−−→
MFop,k × (y1 − y2) ≡

−→
0 mod

−−→
M op

La consommation des donnéesavant et après le changement de pavage n'a donc pas chan-
gée. Il nous reste cependant à véri�er que l'ensemble des y2 tel que nous les avons dé�ni
constitue bien l'ensemble des valeurs entièresentre 0 et L. Or nous avons dé�ni y2 comme
étant égal à y1 + m� comme � peut être positif ou négatif puisque sa valeur est comprise
entre−MDop,k et MDop,k nous allons distinguer deux cas.
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Cas no 1 : � > 0 : Nous savons que ∀m; 0 ≤ m < n; ∀y1; 0 ≤ y1 < MDop,k;∃y2; y2 =
y1 + m� , il est facile de prouver par récurrenceque y2 prend toutes les valeurs entièresdans
l'intervalle [0;MD op,k + (n − 1)�[ .

– Pour n = 1, on a m = 0 donc ∀y1; 0 ≤ y1 < MDop,k; y2 = y1 donc y2 prend toutes les
valeurs entièresentre 0 et MD op,k.

– Pour n = i tel que pour n = i − 1 la condition de récurrencesoit respectée.
– Pour 0 ≤ m < i − 1, on seretrouve dans le casn = i − 1, on sait alors que y2 prend

toutes les valeurs entièresdans l'intervalle [0;MD op,k + (i − 2)�[ .
– Pour m = i − 1, on a y2 = y1 + (i − 1)� et donc y2 prend toutes les valeurs entières

dans l'intervalle [(i − 1)� ;MD op,k + (i − 1)�[ .
– Or comme 0 ≤ � < MD op,k, on a (i − 1)� < (i − 2)� + MD op,k, donc l'ensemble

des valeurs prises par y2, pour les valeurs de m inférieur esà i − 1, n'est pas disjoint
de celle prise lorsque m = i − 1. La condition de récurrenceest donc valable pour
m = i .

– On a donc réussi à prouver que pour ∀n ∈ N, on a y2 qui prend toutes les valeurs
entièresdans l'intervalle [0;MD op,k + (n − 1)�[ .

Les points consommésavant et après le changement de pavage sont donc équivalents lors-
que � > 0. On note également qu'il faut prendreL = MD op,k + (n − 1)� .

Cas no 2 : � < 0 : On démontr e par un raisonnement similair e que y2 occupe toutes les
valeurs dans l'intervalle [−(n−1)|� |;MD op,k[. Or y2 doit êtresupérieur à 0, il nous faut donc
effectuer un décalagede l'espaced'itération. On proposealors de décaler notre intervalle de
(n−1)|� | et on obtient donc un intervalle valide : [0;MD op,k + (n−1)|� |[. Comme le montr e

la section 2.4.3.1page 57, il faut intr oduir e un shift de valeur (−(n − 1)|� | ×
−−−−−→
MFop,k) pour

« contrecarrer » les effets de cedécalage.

Uap =

(
−→u |−→u ≡

�
(−(n − 1)|� | ×

−−−−−→
MFop,k) + n ×

−−→
Pop,i × x2 +

−−−−→
MFop,k × y2

�
mod

−−→
M op;

0 ≤ x2 < Qi

n
; 0 ≤ y2 < MDop,k + (n − 1)|� |

)

3.4.5.4 Conclusion sur la validité

Nous avons démontré qu'il est possible d'avoir une égalité en Uav et Uap. Cependant
dans le cas où � < 0, l'utilisation du changement de pavage intr oduit une dif �culté qui
n'est pas présentedans les équations précédentes.

En effet, le changement de pavage permet d'agrandir un macro-motif pour qu'il puisse
contenir au moins un autre macro-motif. On peut donc distinguer les élements du premier
macro-motif de ceux du deuxième et cecimême si certains élémentssont communs au deux.
Or lorsque � < 0, y2 = y1 − m|� |, les origines des macro-motifs sont alors atteintes5 pour
y2 = 0 et pour y2 = −|� |. Comme −|� | < 0, les élementsdu premier macro-motif ne seront
plus rangés en premièrespositions dans le nouveau macro-motif donc si on ne modi�e pas
les sous-tâcheset qu'on se contente d'agrandir les dimensions de macro-ajustage, alors la
deuxième sous-tâcheva ranger elle aussi sesrésultats dans le mauvais ordre. Il nous faut
donc rétablir l'or dre des élémentsdans un macro-motif agrandi.

5On ne tient pas compte ici du décalage.
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3.4.6 Changement de pavage par agrandissement linéaire : partie résultat

Nous avons vu dans la section précédente comment agrandir un macro-motif dans le
cadre du changement de pavage par agrandissement linéaire. Ce type d'agrandissement
évite le recalcul puisque contrairement à l'agrandissement par ajout de dimensions, les mo-
tifs originels (ceux existants avant la fusion) ne sont présentsqu'une seule fois.

Une fois ce macro-motif agrandi, il est passéà la première sous-tâchede la hiérarchie
qui va consommer un à un les motifs originels dont il est constitué. Puis pour chacun de
cesmotifs, cette première sous-tâcheva produir e un motif résultat. La deuxième sous-tâche
va alors consommer par bloc ces motifs résultats pour produir e autant de blocs résultats.
C'est ici au niveau de la consommation de la deuxième sous-tâcheque nous allons gérer le
problème d'or dre des élémentsdans les macro-motifs.

Pour simpli�er les explications ci-dessous,on considére que n = 2, le macro-motif issu
de l'agrandissement est donc composé de deux macro-motifs originaux. On désigne par le
terme de premier macro-motif les élémentsqui setrouvaient déja dans le macro-motif avant
l'agrandissement, et par le terme de deuxième macro-motif les élémentsqui constituaient le
macro-motif qui a été ajouté.

La solution que nous proposons est relativement simple. On se base au niveau de la
première sous-tâche,nous rappelons que celle-ci est construite de la manière suivante : son
pavageestconstitué du macro-ajustagede la tâchesupérieureet sonajustageestconstitué de
l'ajustage spatial de tâchesupérieure.Ainsi la dimension de macro-ajustageassociéeau vec-
teur

−−−−−→
MFop,k devient une dimension de pavage et elle comporte donc un vecteur de pavage

opérande et un vecteur de pavage résultat. On nomme ces deux vecteurs respectivement
−−−−→
SPop1,k et

−−−−−→
SPres1,k.En outre nous considérons que la projection de la partie opérande est

égaleà la matrice identité comme lorsque la hiérarchie est issued'une fusion. Si cettecondi-
tion n'est pas respectée,il est toujours possible de se ramener à un cas semblable comme
nous l'avons montré dans la section 2.4.3.3page 61.

Nous partons de l'origine du premier motif originel du premier macro-motif. Lorsque
� > 0 cette origine est atteinte pour une valeur d'itération égale à 0 sur

−−−−→
SPop1,k. Lorsque

� < 0, elle estatteinte pour une itération égaleà (n−1)|� |. On calcule alors lescoordonnées
de l'origine du motif résultat issu de la consommation de ce premier motif originel par la
première sous-tâche.Ce calcul est donc effectué pour une itération de pavage sur

−−−−−→
SPres1,k

égalesoit à 0 soit à (n − 1)|� | et cecien fonction du signe de � . Si il y a d'autr esvecteurs de
pavage on laisseleur nombre d'itération à 0 par mesure de commodité. On obtient alors soit
S =

−−−−−→
SPres1,k × 0 =

−→
0 , soit S =

−−−−−→
SPres1,k × (n − 1)|� |. Si nous rajoutons S au shift de la partie

opérande de la deuxième sous-tâcheet nous apportons aucune autre modi�cation à cette
dernière,alors nous allons produir eexactementlesmêmesrésultats qu'avant le changement
de pavage. Que � soit positif ou négatif, on traite ainsi les éléments calculés à partir du
premier macro-motif. Il nous faut donc maintenant faire de même pour les éléments issus
du deuxième macro-motif.

On propose simplement d'ajouter une nouvelle dimension de pavage à notre deuxième
sous-tâche.Cette dimension a pour but de permettr ede passerdesmotifs résultats issusdes
calculs sur le premier macro-motif aux motifs issusdescalculs sur le deuxième macro-motif.
Pour obtenir ce nouveau vecteur, on calcule les coordoonéesde l'origine du premier motif
issu des calculs sur le deuxième macro-motif. Par la même méthode que celle utilisée pour
calculer S, on obtient

−−−−−→
SPres1,k × � si � > 0, et

−−−−−→
SPres1,k × (n − 2)|� | si � < 0. Puis à l'aide de
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cescoordonnéeset de cellescalculéespour S, on déduit la valeur de notre nouveau vecteur
de pavage.

– Pour � > 0,
−−−−−→
SPres1,k × � −

−→
0 =

−−−−−→
SPres1,k × � .

– Pour � < 0,
−−−−−→
SPres1,k × (n − 2)|� | −

−−−−−→
SPres1,k × (n − 1)|� | = −

−−−−−→
SPres1,k × |� |.

Conclusion le nouveau vecteur de pavagevaut
−−−−−→
SPres1,k×� quel que soit � . Si le changement

de pavage agrandit le macro-motif pour qu'il contienne plus de 2 macro-motifs originaux,
c'est-à-dire si n > 2, il est facile de prouver que notre vecteur de pavage reste valide. La
borne d'itération associéeà ce vecteur est bien sûr égale à n. Nous venons de calculer un
vecteur de pavage opérande, il nous faut également ajouter un vecteur de pavage résultat.

Pour nous simpli�er la vie et pour respecterle fait que la segmentation résultat estégale
à la matrice identité après une fusion, nous ajoutons une dimension spatiale au tableau de

sortie de la sous-tâchegauche. Ainsi notre vecteur de pavage résultat est de la forme
�

1
0
...

�

comme dans le cadre du changement de pavage par ajout de dimensions. Cette nouvelle
dimension spatiale est utilisée comme une rangée de « stockage » des résultats issus de
chaquemacro-motif.

Au niveau de la partie résultat de la tâche supérieur, il nous suf�t de faire passer la
dimension de pavage correspondant à

−−→
Pop,i dans l'ajustage comme pour un changement de

pavage par ajout de dimensions.

3.4.7 Changement de pavage par agrandissement linéaire

3.4.7.1 Utilisation

Dans la section précédente,nous avons détaillé le raisonnement qui nous a permis d'éta-
blir les principes du changement de pavage par agrandissement linéaire. Nous présentons
ici les dif férentes étapesnécessaires à l'application d'un tel changement de pavage. Notr e
point de départ est la représentation ODT d'une tâche hiérarchique. Le premier paramètre
qui doit nous être donné est le facteur d'agrandissement n.

Puis, il faut choisir la dimension de pavage à agrandir (
−−→
Pop,i), mais il est possible d'avoir

un recouvrement pour plusieurs dimensions de pavage. Par exemple dans un tableau bidi-
mensionnel, il est facile d'imaginer une tâche dont les macro-motifs se recouvrent à la fois
pour un vecteur de pavage horizontal et pour un vecteur de pavage vertical. Or le choix
entre cesdeux vecteurs peut ne pas être uniquement lié à la réduction du nombre de recal-
culs. En effet si un des vecteurs représenteune dimension temporelle et l'autr e une dimen-
sion spatiale, le choix de l'agrandissement de l'un ou de l'autr e aura des conséquencestrès
dif férentes.On peut donc soit laisser l'utilisateur nous le donner soit en choisir un par nous
même.

De même, il peut également y avoir plusieurs choix possiblespour le vecteur de macro-
ajustageopérande (

−−−−−→
MFop,k). On peut prendre comme exemple une tâche hiérarchique dont

la partie opérande de la tâchesupérieure estde la forme suivante6 :

�
∞

�
M

:
�
0
�
S

:
�
�4 | 4 2 | 1

�
� :

0

B
B
@

∞

2
3
2

1

C
C
A

G

:

6Le pavage, le macro-ajustageet l'ajustage spatiale ont étéséparéspour plus de clarté.
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Mais cette fois-ci, le choix du vecteur est une simple affaire de performance du changement
de pavage.Nous pouvons donc le calculer nous même à chaque fois.

Voici un algorithme simpliste permettant de trouver i , k et � :

Données : Pop la matrice de pavage opérande de la tâche supérieur .
Q le vecteur des bornes de pavage
M Fop les vecteurs de macro -ajustage de la matrice d'ajustage Fop

M Dop le vecteur des bornes de macro -ajustage
Mop le vecteur contenant taille du tableau opérande

Retour : R l'ensemble des valeurs pouvant être prises par :
- i l' index du vecteur de pavage dans Pop

- k l'index du vecteur de macro -ajustage dans M Fop

- ∆

Pour i Allant_de 0 A LongueurDe ( Q) Faire
Pour k Allant_de 0 A LongueurDe ( M D) Faire

Pour ∆ Allant_de �M D[i] A M D[i] Faire
Si Pop[i] = Fop,k � ∆ mod Mop Alors

R+ = f i, k, ∆g
FinSi

FinPour
FinPour

FinPour
Retourne R

Algorithme 3.1:Calcul de i , de k et de �

Une fois que nous avons déterminé i , k et � , il faut calculer la valeur de L qui rappelons
le vaut MDop,k+ (n−1)|� | et la valeur de S qui vaut

−→
0 si � > 0 et

−−−−−→
SPres1,k×(n−1)|� | si � <

0. Il faut également déterminer le nouveau vecteur de pavage de la sous-tâchegauche qui
vaut

−−−−−→
SPres1,k×� . En�n il faut modi�er notre tâchehiérarchique en fonction desrésultats que

nous venons d'obtenir . Les modi�cations à effectuer sont détaillées dans la section suivante.

3.4.7.2 Représentations OD T

On décrit ci-dessous la représentation ODT des dif férentes parties d'une tâche hiérar-
chique avant et après l'application du changement de pavage par agrandissement linéaire.

– Représentation de la tâche supérieure avant : on a volontair ement intr oduit des sé-
parations entre les parties de pavage, d'ajustage opérande et d'ajustage résultat a�n
de faciliter la compréhension des changementsaprès l'application du changement de
pavage.

�
M op

�
M :

�
Sop

�
S:

�
�Pop | MFop Fop | 0 0

�
� :

0

B
B
B
B
@

Q
MDop

Dop

MD res

D res

1

C
C
C
C
A

G

: Pres 0 0 MFres Fres :

– Représentation de la tâche supérieure après : on constate l'agrandissement des vec-
teurs de pavage, l'augmentation du nombre d'itération sur le ke vecteur de macro-
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ajustage opérande et le glissement du i e vecteur de pavage résultat dans le macro-
ajustageet l'apparition d'une dimension de taille n qui en découle.

�
M op

�
M :

�
Sop

�
S:

�
� : : : n × Pop,i : : : | : : : MFop,k : : : Fop | 0 0 0

�
�

:

0
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B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

...
Qi=n

...

...
L
...

Dop

n
MD res

D res

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

: : : : n × Pres,i : : : 0 0 0 0 Pres,i MFres Fres :

– Représentationde la première sous-tâcheavant :
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:
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�
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G
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– Représentation de la première sous-tâcheaprès : il suf�t juste d'agrandir la k e dimen-
sion de pavage correspondant à la ke dimension de macro-ajustageopérande dans la
tâchesupérieure.

0

B
B
B
B
@

...
L
...

Dop

1

C
C
C
C
A

M

:
�

0
0

�

S
:

�
�
�
�
1 0 0
0 1 0

�
�
�
� :

0

B
B
B
B
B
B
@

...
L
...

Dop

SDres1

1

C
C
C
C
C
C
A

G

:SPres1 0 SFres1 :

– Représentationde la deuxième sous-tâcheavant :

�
M op2

�
M :

�
Sop2

�
S:

�
�SPop2 0 SFop2

�
� :
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@
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SDop2
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– Représentation de la deuxième sous-tâcheaprès : coté opérande, on voit l'apparition
du nouveau vecteur de pavage et l'ajout de S au shift. Côté résultat, on constate que
l'ajout du nouveau vecteur de pavagesecombine avecl'ajout d'une dimension spatiale
de taille n dans le tableau résultat.
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:
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3.4.7.3 Évaluation de la réduction des recalculs

L'équation 3.2 page 87, celle du recouvrement, nous indique qu'il faut |� | itérations
d'ajustage sur

−−−−−→
MFop,k pour atteindr e une itération de pavage sur

−−→
Pop,i. Or il y a en tout

MDop,k itérations d'ajustage possiblessur cettedimension pour constituer un macro-motif.
Le taux de recouvrement estdonc égal à M Dop,k

j � j . Pour évaluer cetaux de recouvrement après
un changement de pavage, il suf�t d'appliquer le même raisonnement en prenant L comme
nombre total d'itérations d'ajustage et en multipliant � par n comme cela a été le caspour
−−→
Pop,i. On obtient alors un taux de recouvrement égal à :

MDop,k + (n − 1)|� |

n|� |
(3.3)

À chaque recouvrement correspond une origine de macro-motif et donc une exécution de
la première sous-tâche,ce taux de recouvrement fait donc également of�ce de taux de re-
calculs. Idéalement ce taux doit tendre vers 1, pour qu'il n'y ait qu'une seule exécution de
la première sous-tâchesur les donnéesd'un même macro-motif. Attention toutefois, cetaux
n'est pas valable pour tous les macro-motifs d'une tâche A RRAY-OL. En effet, les premiers
et les derniers macro-motifs ne souffrent pas du problème de recouvrement puisqu'il n'y a
pas d'autr esmacro-motifs avant ou après eux (cf �gur es 3.14page 81 et 3.15page 83).

3.4.8 Conclusion

En étudiant les conséquencesde la fusion, nous avons vu que dans certains casdes re-
calculs pouvaient être intr oduits. A�n de diminuer leurs effets Julien Soula avait utilisé une
transformation appelée changement de pavage. Mais son approche était limitée à des re-
calculs issus de fusions, nous avons alors proposé une nouvelle version du changement de
pavage pouvant être utilisé dans tous les cas.

3.5 Applications particulières du changement de pavage

3.5.1 L'aplatissement

Dans le cadre du changement de pavage, on note n le facteur d'agrandissement du
macro-motif. Il doit être choisi de manière à cequ'il soit un diviseur de Qi pour qu'on puisse
grouper un nombre entier de macro-motif en un seul. Si n = 1, le changement de pavage
n'a pas lieu d'êtr e puisqu'il n'y a pas de modi�cations à effectuer. Mais que se passe-t-il si
n = Qi ?

En fait, on groupe au niveau de la tâchesupérieure tous les macro-motifs présentssur la
i e dimension de pavageen un seul « gros» macro-motif. Or s'il n'y a qu'une seuledimension
de pavage, on se retrouve alors à consommer tout le taleau opérande en une seule fois et
donc à produir e tout le taleau résultat. La hiérarchie n'est donc plus utile. On peut alors se
servir des résultats démontrés à la section 2.4.3.3page 61 pour supprimer cette hiérarchie
et remonter toutes les sous-tâchesd'un niveau. Si la tâche comporte plusieurs dimensions
de pavage il suf�t d'appliquer le changement de pavage sur chacunede cesdimensions en
prenant à chaque fois n égal à leur borne d'itération.

L'utilisation du changement de pavage pour supprimer une hiérarchie est appeléeapla-
tissement (collapse)et constitue la troisième des transformations à notre disposition pour
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modi�er une application A RRAY-OL. L'aplatissement est particulièr ement utile pour lut-
ter contre la création de hiérarchies abyssalescrééespar des fusions successives.Les �-
gures 3.17, 3.18, 3.19 et 3.20 montr ent deux fusions successivesqui créent une hiérarchie
à deux niveaux ; on utilise alors l'aplatissement pour se ramener à une hiérarchie à un seul
niveau. Il est important de remarquer que l'aplatissement ne diminue pas les effets de la fu-
sion : la taille destableaux de la sous-tâcheestminimum pour pouvoir passerdir ectementde
T1 à T3. L'utilisation conjointe de la fusion et l'aplatissement permet en réalité de fusionner
une suite de tâchesau lieu de deux.

T1 T2 T3

FIG. 3.17:La tâcheoriginale

ST1T2 T3

T1 T2

FIG. 3.18:Après la première fusion

ST1T2 T3

ST1T1T2

T1 T2

FIG. 3.19:Après la deuxième fusion

T1 T2 T3

ST1T2T3

FIG. 3.20:Résultat �nal
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Le tiling

3.5.2 La mise à niveau

Il est donc possible d'utiliser la fusion et l'aplatissement pour réaliser des fusions mul-
tiples qui ne comportent au �nal qu'un seul niveau de hiérarchie. On nomme mise à niveau
(one-level)l'utilisation conjointe de la fusion et de l'aplatissement, ce qui constitue la qua-
trième transformation ; cette transformation prend en paramètre n tâcheset elle transforme
cestâchesen une tâchehiérarchique simple. On obtient alors une application qui respectela
forme suivante :

1. le premier niveau comporte une tâche qui consomme les tableaux opérandes de l'ap-
plication originelle et qui produit sestableaux résultats ;

2. le deuxième niveau de la hiérarchie est constitué des tâchesoriginelles.

On peut noter en outre que l'utilisation de la mise à niveau limite la présencedes tableaux
in�nis au premier niveau. En effet, lors d'une fusion, les tableaux de la sous-tâchesont des
motifs de la tâchesupérieure, ils ne peuvent donc pas être de taille in�nie. La mise à niveau
qui est une suite de fusions interdit donc la présencede tableaux in�nis dans la sous-tâche.
Au �nal, lestableaux opérandesou résultats d'une application sont lesseulsàpouvoir conte-
nir des dimensions in�nies et ils ne sont présentsqu'au premier niveau de hiérarchie.

3.6 Le tiling

Nous venons de voir la transformation dite d'aplatissement qui permet de supprimer
une hiérarchie. Nous présentons dans la section suivante une transformation capable de
faire l'opération inverse, à savoir créer une dimension.

Principe du tiling : Contrair ement à la fusion qui nécessitedeux tâcheset pour laquelle
la création de hiérarchie n'est qu'une conséquenceindir ecte,le tiling estune transformation
qui a pour unique but de créer une hiérarchie à partir d'une seule tâche. Son principe est
extrêment simple, il consisteàseservir desmotifs de la tâchesupérieurecomme destableaux
d'entrée et de sortie de la sous-tâche.Cette sous-tâcheconsomme et produit dir ectement ce
motif avec des matrices d'ajustage égalesà la matrice identité. D'ailleurs on peut noter que
la sous-tâchene comporte pas de pavage puisqu'elle consomme dir ectement le motif. Le
fonctionnement du tiling est illustré par la �gur e 3.21.

Le tiling n'est pas une transformation visant à l'optimisation de l'application, il est en
fait un outil supplémentair e pour transformer notre application selon nos besoins.On peut
égalementnoter qu'il fonctionne de la même façon que la transformation de bouclesappelée
changement de pavage(cf section 2.3.2.2page 47).

Équations OD T : La représentation ODT du tiling est immédiate :
– Représentationde la tâchesupérieure :

�
M op

�
M :

�
Sop

�
S:

�
�Pop Fop 0

�
� :

0

@
Q

Dop

D res

1

A

G

: Pres 0 Fres :

– Après application du tiling, la représentation de la tâchesupérieure ne changepas car
il n'y a pas de modi�cations des dépendancesde données : les tableaux et les motifs
consomméset produits par la tâchesont toujours les mêmes.
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T1

T1

ST1

Avant la cr�ation de la hi�rarchie

Apr�s la cr�ation de la hi�rarchie

FIG. 3.21:Application du tiling

– Au niveau de la sous-tâche,le tableau d'entrée est le motif opérande de la tâche su-
périeure, mais il est aussi le motif opérande de la sous-tâche; on a donc un tableau de
taille Dop qui est consommé par une matrice d'ajustage égaleà la matrice identité. Un
raisonnement symétrique s'applique pour construir e la partie résultat.

�
Dop

�
M :

�
0
�

S:
�
�1 0

�
� :

�
Dop

D res

�

G
: 0 1:

�
D res

�
? :

3.7 Conclusion

Nous avons présentédans cechapitre cinq transformations : la fusion, le changement de
pavage, l'aplatissement, la mise à niveau et le tiling ; nous avons étudié leurs principes et
leurs utilisations. Ils constituent une « boîte à outils » capabled'ef fectuer de simples modi�-
cations ou des optimisations plus complexessur des applications A RRAY-OL. Nous verrons
d'ailleurs leur intérêt dans le cadre de l'exécution de cesapplications.

Sinous reprenonsnotrecomparaison avecles transformations de boucles(cf section 2.3.1
page 42), nous pouvons conclure que les transformations que nous proposons sont de plus
haut niveau que lestransformations de bouclesusuellescar ellesrépondent plus dir ectement
aux problèmes.Ainsi pour optimiser la mémoire, il faut combiner plusieurs transformations
de bouclesélémentairesdans un ordre complexe alors que la mise à niveau suf�t. Nos trans-
formations sont donc plus prochesd'une description à haut niveau desapplications A RRAY-
OL, alors que les transformations de boucles sont plus prochesde leurs implémentations.

En�n, ce chapitre contient plusieurs apports importants de cette thèse : à savoir une ré-
écriture complète de la démonstration de la fusion, une implémentation de cette fusion, une
nouvelle version du changementde pavage et l'apparition d'une nouvelle transformation le
tiling.
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Chapitre 4

Exécution d' A RRAY-OL

EGFIHKJMLON�PRQTSTQVU W/XTHKJYLZL*QT[&N]\^QVH
Proverbe hindi.

4.1 Introduction

Dans le précédent chapitre, nous avons vu que pour améliorer l'exécution d'une appli-
cation A RRAY-OL, il était préférable de l'optimiser en la modi�ant au préalable. Nous avons
alors proposé un ensembled'outils pour permettr e cesmodi�cations. Le but de ce chapitre
est de montr er l'impact de l'utilisation de cesoutils dans le cadre d'une exécution sur dif fé-
rents modèles de calculs.

Dans la première section,nous allons étudier la projection d' A RRAY-OL sur desmodèles
de calculs « génériques », puis dans les deux sections suivantes nous analyserons une pro-
jection sur deux modèles de calculs concrets : SDF et KPN .

4.2 Projection d' A RRAY-OL sur un modèle de calcul

Il y a de nombreux modèles de calculs,mais ils reposent,pour la plupart, sur un destrois
paradigmes suivants : séquentiel, SPM D et pipeline. Nous allons donc étudier la projection
d' A RRAY-OL sur cestrois paradigmes.

4.2.1 Projection « naïve »

On peut facilement proposer une projection « naïve » d' A RRAY-OL sur les modèles de
calculs suivant :

– Séquentiel : la projection estévidente ; au niveau du modèle global les tâchessont exé-
cutéesune par une, au niveau du modèle local les motifs sont consomméset produits
un à un.

– SPM D : les itérations de pavage d'un modèle local étant indépendantes, il est possible
de produir e des motifs en parallèle. En revanche au niveau du modèle global, il faut
qu'une tâche ait �ni de produir e son tableau de sortie pour pouvoir exécuter la tâche
suivante, il n'y a donc pas de data-parallélisme possible.
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– Pipeline : utiliser un pipeline au niveau d'un modèle local ne présente pas d'intérêt
particulier , et pipeliner les tableaux au niveau du modèle global n'est pas possible,
chaque tâcheconsommant et produisant un seul tableau.

Il semble donc à première vue que la projection la plus intéressanteest une utilisation con-
jointe du séquentiel et du SPM D. Le modèle global est ainsi exécutéséquentiellement alors
que le modèle local béné�cie de l'expr essiondu data-parallélisme présent dans A RRAY-OL.
Mais une exécution séquentielle du modèle global reste peu intéressante: une seule tâche
étant exécutéeà la fois. De plus l'utilisation de dimensions in�nies dans les tableaux im-
plique une exécution également in�nie des tâcheset donc provoque un blocage de l'exécu-
tion. En outre, nous utilisons les dimensions in�nies pour représenter le temps, il est alors
évident que cesdimensions sont en fait séquentialiséesdans un casconcret. Il serait alors
intéressantde proposer une séquentialisation des tableaux pour permettr e la création d'un
�ux et donc de béné�cier d'une exécution de type pipeline. Cetteméthode offrirait d'ailleurs
l'avantage de rapprocher A RRAY-OL desmodèlesà �ux de donnéesutilisés pour représenter
les applications du traitement du signal systématique (cf section 1.1.2page 5).

4.2.2 Création d'un « �ux »

La principale question que nous avons à nous poser sur la création du �ux est le type des
donnéesqu'il va transporter. Devons nous créer un �ux de motifs ou un �ux de tableaux ?

4.2.2.1 Flux de motifs

Créer un �ux de motifs entre les tâchesest la première idée qui vient à l'esprit. Chaque
tâcheconsommealors sesmotifs à partir de son �ux entrant et relâchedir ectementlesmotifs
qu'elle produit sur son �ux sortant.

Mais on rencontre très vite le problème suivant : les tableaux peuvent être produits et
consommésde manières dif férentes,en d'autr es termes les motifs de sortie d'une tâche ne
sont pas nécessairement les motifs d'entrée de la tâche suivante. Le cas,dit du cornerturn,
où un tableau est produit ligne par ligne par une tâche et consommé colonne par colonne
par la tâchesuivante, estun exemple caractéristique de ceproblème (cf �gur e 1.24page 31).
Pour surmonter cettedif �culté, il nous faut donc grouper desmotifs de sortie a�n de former
au moins un motif d'entrée de la tâche suivante. Ce n'est pas un travail facile, mais c'est
réalisablegrâceà la transformation appeléefusion comme nous l'avons vu dans la section 3.2
page63. La fusion permet de produir edir ectementle résultat d'une tâcheà partir de la partie
opérande de la tâcheprécédenteen regroupant cesdeux tâchesen une seuleet en créant une
hiérarchie.On peut alors envisagerde fusionner deux àdeux les tâchesjugéesincompatibles,
c'est-à-dire les tâchespour lesquelles les motifs de sortie de la première ne seraient pas les
motifs d'entrée de la deuxième.

Mais une fois ce problème résolu, nous devons encore trouver un ordre pour la pro-
duction et la consommation des données qui permette de pipeliner les tâches de manière
ef�cace. Or la présenceéventuelle de tableaux in�nis n'est pas résolue par la simple fusion
des tâchesincompatibles et ils peuvent encore occasionnerdes blocages.Prenons l'exemple
d'un tableau bidimensionnel de taille ( 4

1 ) : si il consomme des motifs de taille ( 2
2 ) suivant

la dimension in�nie alors il ne consommeraque la moitié de cetableau et il ne produira que
la moitié du tableau résultat. L'ordre de consommation et donc de production des motifs est
un réel problème que les tableaux comportent ou non une dimension in�nie.
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On peut alors envisager une autre solution qui bien que très semblable à celle-ci offre
la possibilité de résoudre les problèmes que nous avons rencontré, tout en améliorant la
lisibilité de l'application.

4.2.2.2 Flux de tableaux

L'alternative que nous proposons ici est la construction d'un �ux de tableaux par appli-
cation sur la totalité de l'application de la transformation dite de mise à niveau. Cette trans-
formation que nous avons décrite dans la section 3.5.2page 97estune successionde fusions
et d'aplatissement, il en résulte la création d'une application à deux niveaux de hiérarchies :

1. le premier de cesniveaux comporte seulement une tâche qui consomme les tableaux
opérandesde l'application originelle et qui produit sestableaux résultats ;

2. le deuxième niveau de la hiérarchie est constitué des tâches originelles, mais on re-
marque que les tableaux opérandes et résultats de ce niveau sont en fait les motifs
consomméset produits par le premier niveau. L'application estdonc dé�nie au second
niveau de hiérarchie.

Il estalors très facile de créerun �ux en pipelinant lesmotifs opérande de la tâchesupérieure
qui deviendr ont les tableaux opérandes de notre application. On parle alors de �ux de ta-
bleaux. L'utilisation de la transformation de mise à niveau nous garantit d'avoir au premier
niveau des motifs minimums et donc de produir e « le plus rapidement possible » un motif
résultat.

De plus cetteutilisation des transformations nous garantit que seul des tableaux du pre-
mier niveau peuvent avoir une dimension in�nie comme nous l'avons montré dans la sec-
tion 3.5.2page 97. Ceci nous apporte deux avantages:

– il n'y a pas de blocagesdûs à l'exécution in�nie d'une tâche. Le premier niveau de
hiérarchie ne comporte qu'une seule tâchequi ne fait qu'« écouler » le �ux.

– les tableaux in�nis au premier niveau de hiérarchie ne sont jamais représentésen mé-
moir e lors d'une implémentation. On secontente en fait de « nourrir » le �ux dir ecte-
ment avec des motifs issus de cestableaux. On peut alors réaliser plus aisément une
implémentation grâceà l'absencede tableaux in�nis.

Mais nous sommes encore soumis aux problèmes d'or dres d'exécution. En effet, il est
toujours possible au premier niveau d'avoir un tableau de taille ( 4

1 ) consommé avec des
motifs de taille ( 2

2 ) et on rencontre donc le même problème qu'avec les �ux de motifs. Pour
résoudreceproblème,on utilise le changementde pavagepour agrandir le motif et englober
la ou les dimensions « prioritair es» (dans notre exemple le motif ( 2

2 ) devient un motif ( 4
2 )).

Mais cette solution diminue l'ef �cacité du pipeline en augmentant la taille des tableaux.
On peut utiliser la transformation appelée tiling pour intr oduir e un niveau de hiérarchie
intermédiair e qui redécoupele motif qu'on vient d'agrandir (ici le motif ( 4

2 ) est découpé en
deux motifs ( 2

2 )). L'ordre d'exécution estdonc facilement dé�nissable par cetteméthode. En
outre il n'y a pas de problèmes au deuxième niveau puisque nous savons par construction
que ce dernier fournit une production de résultats optimisés en fonction des dépendances
de donnéeset que tous les calculs effectuéssont indispensables à l'obtention d'un résultat.

Nous avons réussi à projeter de l' A RRAY-OL sur un modèle pipeline, mais l'utilisation de
la mise à niveau offre égalementune projection intéressantesur un modèle SPM D. En effet, la
tâcheprésenteau premier niveau peut, comme toute tâcheA RRAY-OL, être exécutéede ma-
nière data-parallèle. On peut donc exécuter indépendamment tous les deuxièmes niveaux.
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De plus les tâchesdu deuxième niveau peuvent êtreellesmêmesexécutéesde manière data-
parallèle.

4.2.2.3 Impact sur l’expressivité des applications

Nous avons transformé une application a�n de pouvoir la projeter intelligemment sur un
modèle de calcul pipeline ou SPM D. Nous avons changé la forme de cette application mais
nous n'en avons pas changéle senspuisqu'elle produit toujours les mêmesrésultats. On est
cependant en droit de sedemander si la modi�cation de sa forme ne rend pas l'application
moins compréhensible. La réponseest clairement non et cecipour trois raisons :

1. le deuxième niveau de hiérarchie estune copie parfaite de l'application avant satrans-
formation : l'or dre des tâchesest le même, les motifs manipulés sont identiques, seule
la taille des tableaux dont sont extraits les motifs a changé;

2. la mise en évidence d'un �ux de tableaux entre les deux niveaux permet de clari�er
l'exécution de l'application et rapproche A RRAY-OL des modèles à �ux de données
traditionnels ;

3. la spéci�cation de l'or dre d'exécution au premier niveau apporte des informations qui
ne sont pas présentes dans les langages de �ux. Ainsi si l'on reprend l'exemple de
l'application sur le passaged'un signal télévisé du format 4=3 au format 16=9 (cf sec-
tion 1.4.1.4page36), on peut voir que la représentation GM DSDF nespéci�e aucun ordre
d'exécution. On peut donc choisir les données entrantes sur la dimension temporelle
ou sur la dimension verticale. Bien sûr le choix estici évident, mais cen'est pastoujours
le cas,surtout si le nombre de dimensions est supérieur à deux. Les spéci�cations sur
l'or dre d'exécution ne sont pas nécessaires dans le cadre de �ux mono-dimensionnel
mais elles s'avèrent être indispensables lorsque le �ux estmulti-dimensionnel.

4.2.3 Conclusion

Nous venons dans cettesectionde projeter A RRAY-OL vers un modèle de calcul pipeline.
A�n d'obtenir une projection « intelligente », nous avons transformé l'application à l'aide
des outils que nous avons conçusau chapitre précédent. Pour l'instant cetteprojection n'est
que théorique, nous allons donc la mettre en œuvre sur deux modèles de calculs concrets :
SDF et KPN . Le choix de ces modèles de calcul n'est pas un hasard et ceci pour plusieurs
raisons :

– SDF et KPN sont déjàutilisés pour simuler le type d'applications viséespar A RRAY-OL ;
– SDF et KPN sont des modèles à �ots de données et on espère donc pro�ter de notre

projection sur le modèle pipeline ;
– SDF et KPN sont déterministes ce qui simpli�e grandement la recherche d'éventuelles

erreurs ;
– SDF et KPN gèrent la synchronisation des tâchesautomatiquement ;
– en�n la projection se fait de manière systématique comme nous allons le voir ci-des-

sous.

4.3 Projection d' A RRAY-OL sur SD F

Au premier abord le choix de projeter A RRAY-OL sur SDF peut paraître incongru. En effet
nous avons décrit SDF dans la section 1.2.1page11comme étant un modèle à �ot de données
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synchrones destiné à des applications mono-dimensionnelles. Il nous faut donc concilier
l'aspect multidimensionnel d' A RRAY-OL et les limites de SDF dans cedomaine. Cette tâche
sembledif �cile puisqu'il n'est pas possible de modéliser en SDF les contraintes multidimen-
sionnelles des applications A RRAY-OL comme nous avons pu le voir dans la section 1.2.2.1
page 13, mais cen'est pas l'aspect modélisation de SDF que nous allons utiliser ici. Notr ebut
estd'exécuter à l'aide de SDF une application préalablement décrite en A RRAY-OL.

Il semblerait plus naturel d'utiliser M DSDF ou GM DSDF comme support puisqu'ils per-
mettent tous les deux de modéliser des applications multidimensionnelles. Mais cesdeux
modèles n'existent que sous forme théorique et n'ont fait l'objet d'aucune implémentation.
En revanche SDF a été entièrement implémenter dans PTOLEM Y puisqu'il est possible avec
cet outil de décrire et de simuler des applications.

Nous allons donc étudier le portage d'une application en A RRAY-OL en SDF, puis nous
verrons l'implémentation que nous avons réalisé au niveau de PTOLEM Y.

4.3.1 Analyse théorique de la projection

A RRAY-OL et SDF sont dif férents mais sebasent tous les deux sur des graphes de tâches.
Cependant A RRAY-OL disposede composantsqui ne trouvent pasleur placedansun graphe
SDF. Nous allons donc étudier la transposition de cescomposants dans une représentation
SDF.

4.3.1.1 Le modèle global

A RRAY-OL comporte deux niveaux de description : le modèle local et le modèle global.
L'utilité de celui-ci peut être remise en question puisqu'il ne fait que relier les entrées et
les sorties des modèles locaux. On peut donc légitimement se demander s'il est utile de le
représenteren SDF puisqu'on peut secontenter de représenter tous les modèles locaux à un
même niveau et de lesrelier entreeux. Mais nous avons choisi de dévier le moins possible du
modèle A RRAY-OL en conservant le modèle global. En outre, nous pensons que ce dernier
aide à la compréhension de l'application en offrant une plus grande lisibilité.

Comme nous l'indiquons dans la section 1.3.2.1page 20, le modèle global est un graphe
orienté où les sommets sont des tableaux ou des tâcheset où les arêtesindiquent le sensde
l'exécution. Une représentation telle quelle en SDF n'est pas possible. En effet, les tableaux
ne peuvent être représentéspar desnœuds puisqu'en SDF chaquenœud du graphe doit pro-
duir e et consommer desdonnées.On décide alors de représenterchaquetâchepar un nœud
et de se servir des arêtes pour symboliser les tableaux en même temps que le sensd'exé-
cution du graphe. Les nœuds du graphe ont donc une nature hiérarchique puisqu'ils sont
amenésà contenir les modèles locaux. La non-représentation des tableaux évite l'intr oduc-
tion de nœuds inutiles mais réduit l'expr essivité du modèle.

Il nous faut désormais spéci�er le nombre de données consomméeset produites par
chaque nœud. Or en A RRAY-OL une tâche ne manipule qu'un seul tableau à la fois sur
chacune de sesarêtesentrantes ou sortantes. On �xe donc à un le nombre de données sur
chaquearête dans notre graphe SDF.

Nous venons de transcrire le modèle global en A RRAY-OL, il nous faut maintenant nous
occuper du modèle local.
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4.3.1.2 Le modèle local

Le modèle local dé�nit l'interaction entreune tâcheet sestableaux opérandeset résultats.
Il est dé�ni sous forme d'un graphe où chaque tableau est relié à la tâche de ce modèle. La
représentation en SDF estdonc immédiate, elle ne présentepas à cestadede dif �culté. Nous
avons donc un premier graphe qui représente le modèle global en reliant des tâchesentre
elleset pour chacunede cestâchesnous avons un nouveau graphe qui représentele modèle
local.

Mais le modèle local contient également des tilers qui permettent la manipulation des
motifs, on peut d'ailleurs distinguer les tilers d'entrée qui vont servir à découper les tableaux
et à construir e les motifs et les tilers de sortie qui vont regrouper des motifs pour constituer
des tableaux. Notr e problème est donc de savoir comment représenter ces tilers? Ils sont
« actifs » car ils agissent sur la structure des données dans le �ux et donc on ne peut pas
les éliminer à l'inverse des tableaux dans le modèle global. Comme il n'existe aucun autre
moyen, nous sommes obligés de les représenter comme des tâchesen utilisant des nœuds
du graphe. Mais cette solution n'est pas parfaite puisqu'elle nous oblige à représenterà un
même niveau de description les traitements sur la structure des données et les traitements
sur les donnéeselles mêmes.

Au �nal, la projection du modèle local en SDF comporte un nœud pour la tâche et un
nœud par arête entrante et sortante a�n de représenter les tilers. Il nous resteà déterminer
le nombre de données consomméeset produites par chaque nœud. Certaines valeurs sont
faciles à trouver. Ainsi le modèle local consomme et produit nécessairement un tableau à
chaque fois comme nous l'avons �xé dans le modèle global. Les tilers d'entrées vont donc
consommer chacun une donnée, de même les tilers de sorties vont en produir e également
une. Le nœud représentant la tâche consomme un motif par arête entrante et en produit un
par arêtesortante.Mais il nous faut alimenter suf�samment cenœud pour qu'il consommeet
produise tous les motifs. Le nombre de donnéesproduites par les tilers d'entrée et le nombre
de donnéesconsomméespar les tilers de sortie doit donc être égal au nombre total de motifs
qui est lui même égal au nombre total d'itérations de pavage1 à savoir

Q n� 1
i=0 Qi. La �gur e 4.1

représenteun exemple de modèle local en SDF. Cependant ce calcul soulève un problème,
en effet si le tableau manipulé par la tâche s'avère être in�ni alors le nombre d'itérations
de pavage risque lui aussi de l'êtr e ce qui n'est pas possible en SDF. De plus l'utilisation de
tableaux in�nis comme tokenn'est pas réalisable, il nous faut donc restreindre le modèle aux
tableaux bornés.

Finalement, nous avons réussi à projeter de l' A RRAY-OL sur SDF. L'aspect multidimen-
sionnel est entièrement cachéau niveau des tilers qui fournissent les motifs en fonction de
leur matrice de pavage et d'ajustage. Nous pouvons donc béné�cier du modèle d'exécution
présent dans SDF. Mais l'or donnancement qui va découler de notre projection est il réelle-
ment intéressant?

4.3.1.3 Ordonnancement

Nous pouvons remarquer que nous perdons l'expr essiondu data-parallélisme au niveau
des modèles locaux. Par construction nous imposons que les tilers d'entrées d'un modèle
local soit exécutésm fois pour pouvoir exécuter la tâche. De même, nous imposons que

1Pour mémoir e, lesbornesd'itérations de pavagesont calculéesglobalement pour une la tâchepuisque cette
dernière consommeet produit le même nombre de motifs (cf section 1.3.2.3page 26).
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FIG. 4.1:Un modèle local en SDF

cette tâche soit exécutéem fois pour pouvoir exécuter les tilers de sortie. Il n'y aura donc
pas d'exécution data-parallèle du modèle local. De plus nous accroissons inutilement les
besoins en espacemémoire puisque tous les motifs produits par les tilers d'entrée doivent
être stockésdans une �le avant une exécution de la tâche.Cet inconvénient de la projection
d' A RRAY-OL sur SDF est en fait proportionnel aux nombresde motifs. Plus il y a de motifs
et plus la perte du data-parallélisme est dommageable.

Un autre problème intervient au niveau du modèle global. En effet, chaque tâche con-
somme un tableau pour en produir e un autre, l'exécution d'une application va donc consti-
tuer en l'exécution séquentielle de sestâches.Seuleune application transformée pour mettre
en avant un �ot de tableaux tel que nous le décrivons dans la section 4.2.2.2page 101pro�te
de l'aspect �ot de données de SDF et de l'ef fet pipeline qui lui est associé.Ainsi le modèle
global se retrouve soumis à un �ot de tableaux, chaque tâche consomme un tableau sur le
�ux dèsque la précédentea �ni de calculer cedernier. De manière schématique,on peut dir e
que les tâchesne sont plus exécutéesune fois sur de « gros » tableaux mais plusieurs fois
sur des « petits » ce qui a pour conséquenced'accélérer la production de résultats. De plus
comme nous l'avons montré, nous pouvons également permettr e l'utilisation de tableaux
in�nis. Ces derniers sont en effet limités au modèle global du plus haut niveau de hiérar-
chie et peuvent être facilement remplacéspar une tâchepour simuler le remplissagedu �ux.
La projection d'une application A RRAY-OL sur un modèle de calcul pipeline s'avère être en
parfaite adéquation avec SDF.

4.3.2 Implémentation dans PTOLEM Y

4.3.2.1 Présentation de PTOLEM Y

Après avoir terminé l'étude théorique de la projection d'applications A RRAY-OL sur un
modèle de calcul SDF, nous avons décidé de béné�cier des implémentations existantes du
modèle SDF pour simuler nos applications A RRAY-OL. Le choix de l'implémentation a été
rapide, nous nous sommes tout de suite intéressésà PTOLEM Y [[40]] : l'envir onnement de
modélisation et de simulation d'applications dédié aux systèmesembarqués développé par
Edward Lee, le créateur de SDF.

D'un point de vue pratique PTOLEM Y seprésentesousla forme d'un logiciel écrit en JAVA

disposant d'une interface graphique nommé VERGIL. Il estdistribué sous licence BSD, cequi
autorise donc la modi�cation de sessources.
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Mais PTOLEM Y n'est pasrestreint au modèle SDF, il permet d'utiliser plusieurs autresmo-
dèles de calculs. Lee dé�nit PTOLEM Y de la manière suivante : « PTOLEM Y estunecollection
d'entitéset derelationsentrecesentités.Certainesdecesentités,appeléesacteurs,ont desfonction-
nalitéset peuventcommuniquergrâceaux relations.D'autresentités,appeléesdomaines,imposeun
modèledecalculsur lesinteractionsentre lesentités.Il y a plusieursmodèlesdecalculsdont Syn-
chronousDataFlow(SDF), ProcessNetwork(PN), Discret Event (DE), etc.». PTOLEM Y propose
donc de modéliser des applications sous la forme d'un graphe d'acteurs et de les simuler
en choisissant un modèle de calcul représenté par un domaine. Ces applications peuvent
comporter plusieurs niveaux de hiérarchies avec un modèle de calcul propre à chacun de
cesniveaux. On parle alors de simulation hétérogène.

A�n de pouvoir modéliser le plus grand nombre d'applications possibles,PTOLEM Y pro-
pose de nombreux acteurs et domaines. Certains de cesacteurs fonctionnent avec tous les
domaines alors que d'autr es sont propres à certains domaines, certains sont relativement
simples comme les opérations mathématiques élémentaires (addition, soustraction, etc.),
d'autr es sont des opérations très spécialiséescomme des �ltr es I IR ou FIR. Mais la force de
PTOLEM Y réside principalement dans son grand nombre de modèles de calcul. On peut ci-
ter notamment hormis SDF : DE (Discrete-event), CT (ContiniousTime) PN (ProcessNetwork),
FSM (Finite StateMachine)et CSP (CommunicatingSequentialProcesses).

4.3.2.2 Implémentation

La représentation d'un modèle global est immédiate et ne nous a demandé aucun effort
d'implémentation puisqu'il suf�t à l'utilisateur de réaliser un graphe de tâcheshiérarchiques
et de lui associerun dir ecteur SDF. Un dir ecteur est un acteur spécial qui gère l'exécution en
fonction du modèle de calcul qu'il représente. Une tâche hiérarchique est un acteur déjà
présent dans PTOLEM Y utilisé pour créer des niveaux de hiérarchies.Chacune de cestâches
est destinée à contenir un modèle local. Toutefois les tableaux manipulés par A RRAY-OL
pouvant être n-dimensionnel, nous avons dû ajouter un nouveau type de tokenscapablesde
les manipuler . La �gur e 4.2 représenteun modèle global dans PTOLEM Y.

La représentation d'un modèle local a nécessitéla création de deux nouveaux acteurs :
un acteur pour les tilers d'entrée et un pour les tilers de sortie. Le rôle de ces acteurs est
bien sûr de découper les tableaux en motifs ou inversement de grouper les motifs pour
faire des tableaux. Ils sont con�gurables et il est possible de saisir les dif férentes matrices
à travers une interface graphique (cf �gur e 4.3). Nous nous sommesaperçus alors que nous
donnons par le biais des tilers toutes les informations nécessaires à la modélisation d'une
tâcheA RRAY-OL. Nous pouvons donc fairede PTOLEM Y, non plus un simple environnement
de simulation mais un environnement de modélisation complet. Nous devons pour celaêtre
en mesure de calculer les bornes de pavage.Si on reprend le calcul de cesbornes tel qu'il est
décrit à la section 1.3.2.3page 26, on voit alors qu'il faut déterminer quelle est la demi-tâche
maîtresse,calculer lesbornesgrâceà sesvecteurs de pavageet en�n transmettrecesbornesà
tous les tilers du modèle local. La plus grossedif �culté sesitue au niveau de la transmission
des bornes, il est en effet très dif �cile de communiquer entre acteurs en dehors du cadre
normal des échangesde tokens. Nous avons décidé de pro�ter des spéci�tés des dir ecteurs
qui peuvent eux communiquer facilement avectous lesacteurs.Nous avons alors écrit notre
propre dir ecteur qui hérite dir ectement du dir ecteur SDF, mais qui récupère au niveau du
tiler de la demi-tâche maîtresseles bornes de pavage avant de les communiquer à tous les
autrestilerset cecidans la phasedite d'« initialisation »qui précèdela simulation proprement
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FIG. 4.2:Représentationd'un modèle global dans PTOLEM Y

dite. La demi-tâche maîtresseestdésignéepar l'utilisateur au niveau de la con�guration des
tilers.

La représentation d'un modèle local ne nécessitepasd'autr esmodi�cations de PTOLEM Y,
nous avons cependant ajouté des acteurs appelés « MMDT to Sequence» et « Sequence
to MMDT » qui servent de convertisseur entre nos tokensmultidimensionnels et les tokens
traditionnels manipulés par les acteurs de PTOLEM Y et ceci a�n de pouvoir réutiliser les
acteurs de basecomme les additions ou les multiplications. On peut également noter que
si la tâche du modèle local est hiérarchique, il suf�t d'utiliser les même acteurs que pour le
modèle global.

FIG. 4.3:Paramétraged'un tiler dans PTOLEM Y

La �gur e4.4 représenteun modèle local dans PTOLEM Y, il estéquivalent au modèle local
présentésur la �gur e 4.1page105. On peut notamment voir sur cette�gur e les tilers d'entrée
et de sortie et notre dir ecteur A RRAY-OL.

Nous avons donc réussi à faire de PTOLEM Y un environnement de modélisation et de
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FIG. 4.4:Représentationd'un modèle local dans PTOLEM Y

simulation d'applications A RRAY-OL. Jeme dois de rajouter que cette implémentation a été
en partie réaliséegrâceau travail de plusieurs étudiants.

4.4 Projection d' A RRAY-OL sur les K PN

4.4.1 Présentation des K PN

Le modèle des réseaux de processusde Kahn (Kahn ProcessNetwork ou KPN ) a été pro-
posé par Kahn et MacQueen [[33, 34]] dans le but d'exprimer facilement des applications
concurrentes. Dans ce modèle, dif férents processuss'exécutent indépendamments les uns
des autres. Ces processuscommuniquent par des FIFOs unidir ectionnelles, chacune de ses
FIFOs a un et un seul processusproducteur et a au plus un processusconsommateur. Chaque
donnée d'une FIFO est lue et produite une seule fois. La lecture dans une FIFO vide est
bloquante, mais l'écritur e n'est jamais bloquante : les FIFOs sont considéréescomme non
bornées.Les KPN sont déterministes : le nombre et la valeur des données produites ne dé-
pendent que de la dé�nition du réseauet jamais de l'or donnancement.

Le calcul de cedernier détermine la taille des FIFOs et la terminaison éventuelle de l'ap-
plication. L'ordonnancement doit répondr e aux deux impératifs suivants :

1. l'application doit s'exécuter complètement, ce qui sous entend qu'elle doit s'exécuter
indé�niment si il n'y a pas de terminaison possible;

2. l'utilisation de FIFOs de tailles in�nies n'étant pas possible de manière concrète, les
FIFOs sont forcément bornées.

Malheur eusement,Buck [[10]] a prouvé l'indécidabilité de cesdeux conditions sur lesgraphes
à �ot de donnéesbooléennesqui sont des casparticuliers des réseauxde processus.Par ex-
tension elles sont également indécidables pour tous les réseaux de processus.Parks [[54]] a
étudié les problèmes d'or donnancement des KPN , il compare trois classesdif férentes d'or -
donnancement dynamique : data-driven, demand-drivenet une combinaison des deux. L'or -
donnancement data-drivenrespectela première condition, mais pas toujours la deuxième.
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L'ordonnancement demand-drivenpeut provoquer des inter-blocagesarti�ciels. La combinai-
son des deux proposéepar Park autorise une exécution complète et bornée des réseauxde
processusmais uniquement lorsque celaestpossible.

On peut remarquer que les principes des KPN sont très proches de ceux de SDF, c'est
effectivement exactpuisque le modèle SDF est un casparticulier du modèle KPN .

4.4.2 Étude de la projection

4.4.2.1 Établissement de la projection

La projection d' A RRAY-OL sur KPN n'est pas identique à celle sur SDF. En effet, en SDF

nous avions décidé de garder la distinction entre le modèle global et le modèle local en
effectuant deux projections dif férenteset en utilisant une construction hiérarchique pour les
relier. Nous pensions alors que la présenceà un même niveau de toutes les tâcheset de tous
les tilers allait considérablement complexi�er la lisibilité de l'application. Ici le problème est
tout autre, en effet la consommation et la production des données sont géréesuniquement
au niveau des processussansque l'on ait à l'écrir e explicitement lors de la spéci�cation de
l'application. La représentation des tilers devient donc inutile, on peut considérer que tous
lesmécanismesde consommation et de production sont pris en charge par lesprocessus.On
décide donc de modéliser à un même niveau les modèles locaux et globaux. Les tilers et les
tâchesd'un même modèle local sont alors représentésdans un seul et même processus.Les
processussont reliés entre eux grâce aux FIFOs en suivant les indications du modèle global
comme on peut le voir la �gur e 4.5.

Tous les niveaux de hiérarchie sont eux aussi représentésà un seul et même niveau. Il
suf�t juste d'insérer le réseau de processusreprésentant le deuxième niveau de hiérarchie
à l'emplacement du processusreprésentant la tâche hiérarchique comme le montr e la �-
gure 4.5 . Cependant notre non-représentation des tilers intr oduit un problème. Dans une
hiérarchie A RRAY-OL, la tâche hiérarchique consomme et produit des tableaux alors que le
niveau de hiérarchie inférieur emanipule desmotifs qui sont desmorceauxde cestableaux et
cesont lestilersde la tâchequi établissentles liens entre lesdeux. Mais le processuscontenant
cestilers n'est pas présent puisqu'il est remplacé par le réseaureprésentant la hiérarchie. Il
nous faut donc trouver une représentation pour cestilers. On décide alors d'intr oduir e deux
processusayant pour seul rôle de faire le travail des tilers de la tâchehiérarchique. On place
cesdeux processusavant et après le début de la hiérarchie comme le montr e la �gur e 4.5.

En revanchede façon analogue à SDF, on projette les tableaux dir ectement sur les FIFOs.
Les tableaux avec une dimension in�nie ne posent plus de problèmes, il suf�t juste de les
linéariser puisque les FIFOs sont elles mêmesin�nies.

4.4.2.2 Exécution

De manière analogue à SDF, l'exécution d'une application A RRAY-OL non transformée
est problématique. En effet, la possibilité d'utiliser des FIFOs de taille in�nie pour stocker
les tableaux ne change rien aux problèmes d'or dre d'exécution qui peut encore entraîner
l'exécution in�nie de processus.De plus, l'utilisation de l'aspect �ot de donnéespar A RRAY-
OL est limitée puisque le résultat de cequi est produit par un processusn'est généralement
pasdir ectementconsommablepar le processussuivant. Une application transformée ne pose
pas ce genre de problèmes : l'or dre d'exécution est �xé et un processuspeut consommer
dir ectement les résultats du processusprécédent.
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Une application Array−OL hiérarchique

FIG. 4.5:Projection d'une application A RRAY-OL sur KPN .

Si on compare entre elles, les exécutions sur SDF et sur KPN , on constateque l'exécution
sur KPN comporte deux avantages importants : d'une part, les processuspeuvent être exé-
cutés de manière parallèle contrairement à SDF et d'autr e part, il est possible de faire une
exécution distribuée comme l'a montré Abdelkader Amar dans sathèse.

4.4.3 Implémentation

Les KPN sont très génériques, il existe plusieurs implémentations dans dif férents do-
maines : pour la modélisation hétérogène avec PTOLEM Y [[40]], pour la modélisation d'ap-
plications de traitement de signal et l'étude de leurs performances avec Yapi [[19]] et pour
le métacalcul dans le domaine des systèmes d'information géographique avec Jade/PA-
GIS [[61, 62]]. Seule l'implémentation de Jade/PAGIS est distribuée, celles de PtolemyII et
de Yapi utilisent des �ls d'exécution pour représenterles dif férents processus.

L'implémentation desréseauxde processusqui a servi à tester la projection d' A RRAY-OL
sur KPN a été proposéepar Abdelkader Amar [[4,3]]. Elle a pour spéci�té d'êtr e distribuée et
de reposersur CORBA . Un des buts de cette implémentation estde cacherau développeur la
complexité de mise en place d'une application distribuée. Ce dernier doit juste écrire la par-
tie traitement des donnéesde chaqueprocessuset donner les prototypes de cestraitements.
Un générateur de code est alors en mesure de produir e un code pour une exécution distri-
buée cachant ainsi les détails de l'implémentation et de la synchronisation. Les processus
distribués sont exécutésde manière data-parallèle.

La projection est évidente puisqu'elle reposesur l'implémentation des réseaux de pro-
cessusd'Abdelkader Amar et que les tilers sont dir ectement intégrés aux processus.Cette
projection a été testéeet les résultats de l'exécution d'une application A RRAY-OL sont lon-
guement détaillés dans la thèsed'Abdelkader Amar [[3]].
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4.5 Conclusion

Nous venons d'étudier dans ce chapitre la projection d' A RRAY-OL vers dif férents mo-
dèles de calculs. Nous avons vu que l'utilisation des transformations décrites au chapitre
précédent était nécessaire à une exécution « intelligente » d' A RRAY-OL. Nous avons égale-
ment vu qu' A RRAY-OL était particulièr ement bien adapté aux modèles à �ot de donnéeset
nous avons proposéune implémentation dans le logiciel PTOLEM Y. Or les modèles à �ot de
donnéessont déja utilisés pour simuler les applications du traitement du signal intensif, on
obtient donc la con�rmation de l'adéquation d' A RRAY-OL aux applications qu'il vise.
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J.R.R.Tolkien, LeSeigneurdesanneaux.

Récapitulation

Danscettethèse,nous avons abordé la problématique de la modélisation desapplications
de traitement du signal systématique. Nous avons vu qu'une représentation par �ux de
donnéessynchronesmultidimensionnelles était particulièr ement bien adaptée.Nous avons
alors comparé plusieurs modèles dif férents dont A RRAY-OL qui a sembléêtre le plus apte à
exprimer l'aspect multidimensionnel des données.

A�n de béné�cier de l'expr ession des dépendances présentes dans A RRAY-OL, nous
avons étudié, dans le deuxième chapitre, dif férentes méthodes pouvant mener à l'optimi-
sation d'une application. Nous avons justi�é le choix du formalisme ODT en analysant les
possibilités offertes par les techniques de transformations de boucles et en montrant que
les ODT étaient en mesure d'exprimer parfaitement les dépendancesde données.Puis, nous
avons présenté un certain nombre de résultats issus de calculs sur cesODT et qui nous ont
servi dans l'établissement des optimisations.

Nous avons présentédans le troisième chapitre cinq transformations : la fusion, le chan-
gement de pavage, l'aplatissement, la mise à niveau et le tiling ; nous avons étudié leurs
principes et leurs utilisations. Elles constituent une « boîte à outils » capable d'ef fectuer de
simples modi�cations ou desoptimisations plus complexessur desapplications A RRAY-OL,
mais surtout elles ne changent pas la nature de cesapplications qui restent toujours des ap-
plications A RRAY-OL.

En�n dans le quatrième chapitre,nous avons analyséla projection d' A RRAY-OL vers des
modèles de calculs.Nous avons vu que l'utilisation des transformations décrites au chapitre
précédent était nécessaire à une exécution « intelligente » d' A RRAY-OL. Nous avons égale-
ment proposéune implémentation de la simulation d' A RRAY-OL dans le logiciel PTOLEM Y.
En�n, notre analyse de la projection a montré l'adéquation existante entre A RRAY-OL et les
modèles de calculs SDF et KPN .
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Contribution

Au cours de ma thèse,j'ai essayéde réaliser un environnement complet de modélisation,
d'optimisation et de simulation d'applications A RRAY-OL. Mon principal travail a bien sûr
été de concevoir une « boîte à outils » de transformations qui permettent de réaliser les
optimisations. Mais je me suis également intéresséà l'exécution d' A RRAY-OL a�n de valider
cestransformations et celam'a conduit à étudier la modélisation des applications.

Optimisation des applications A RRAY-OL

J'ai tout d'abord repris les travaux de Julien Soula pour écrire une nouvelle démonstra-
tion claire et détaillée de l'optimisation appelée fusion. Cette démonstration m'a permis de
réaliser une implémentation qui soit à la fois capable d'ef fectuer cette fusion et en mesure
de servir de baseà l'implémentation d'autr es optimisations. J'ai complété ce travail en dé-
crivant toutes les fusions sortant du cadre de deux tâchesavecun tableau commun.

J'ai ensuite proposé une nouvelle version de la transformation appelée changement de
pavage et qui n'avait été que rapidement abordée par Julien Soula. Il y a �nalement deux
changements de pavage : le changement de pavage par ajout de dimensions qui apporte
une solution au problème de granularité des hiérarchies et le changement de pavage par
agrandissement linéaire qui réduit les recalculs au sein d'une hiérarchie tout en modi�ant
également la granularité.

En�n, le tiling est une transformation que j'ai intr oduite pour autoriser la création d'une
hiérarchie à partir d'une seule tâche.

Finalement, la combinaison de cestransformations �nit de constituer notre « boîte à ou-
tils » qui estdésormais complète.

Modélisation et simulation d'applications

Les travaux décrits ci-dessouss'inscrivent naturellement dans la droite ligne de ceux sur
l'optimisation, mais ils sont aussi le fruit d'une volonté qui a étémienne de valoriser A RRAY-
OL en élaborant plusieurs outils pour la conception et la simulation d'applications.

J'ai commencé par chercher des langages similair es à A RRAY-OL, or malgré la relative
anciennetédestravaux de Leeet de Murthy , aucun document traitant d' A RRAY-OL ne faisait
référenceà GM DSDF. J'ai alors écrit une comparaison détaillée de cesdeux langages,ce qui
m'a ensuite donné l'idée de réaliser la projection d' A RRAY-OL sur SDF. Cette projection et
l'implémentation qui en découle répondent à trois objectifs :

– valider lesoptimisations et montr er leur importance pour l'obtention d'une simulation
« intelligente »;

– fournir avec PTOLEM Y un environnement de modélisation et de simulation qui soit à
la fois simple, complet et connu de la communauté du traitement du signal ;

– béné�cier de la simulation hétérogène de PTOLEM Y pour simuler conjointement les
parties de TSS et de TDI de nos applications.

En�n, a�n de faciliter l'appr entissaged' A RRAY-OL et la modélisation des applications,
j'ai proposé et encadré plusieurs stagesétudiants qui ont abouti à la réalisation d'« A RRAY-
OL exemple ». Ce logiciel est devenu un outil incontournable pour l'utilisation d' A RRAY-
OL.
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Analyse critique

Mon utilisation quasi quotidienne d' A RRAY-OL, lesnombreusesprésentations que j'en ai
fait auprès d'autr esdoctorants ou auprès des étudiants et les divers calculs que j'ai effectué
avec les ODT m'ont amenéà émettre plusieurs critiques.

De la complexité d' A RRAY-OL

J'ai constaté que certains principes d' A RRAY-OL restent souvent relativement obscurs
et ceci même pour des gens qui ont déjà travaillé dessus.A RRAY-OL est dif �cile d'accès;
certainsde sesaspects,comme le fait que lesmotifs puissent avoir plus de dimensions que les
tableaux dont ils sont extraits, sont mal compris et ils sont donc généralementoccultés.Ainsi,
les logiciels développés chez TH A LES sont souvent réduits à un sousensembled' A RRAY-OL
où les motifs sont limités à leurs boîtes englobantes,où les matrices de pavage et d'ajustage
ne contiennent que des vecteurs parallèles aux axeset où l'usage des dimensions toriques
estproscrite.

Autr e inconvénient d' A RRAY-OL, le calcul des dif férentesmatrices est une tâche longue
et fastidieuse. Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, le nombre de matrices à
calculer est égal à dix fois le nombre d'arêtes du graphe. L'utilisation d'un outil graphique
tel « A RRAY-OL exemple » estdonc indispensable.

Tous cesdéfauts d' A RRAY-OL sont structurels, il est dif �cile d'y remédier sansavoir à
modi�er le modèle lui même.Toutefois, nous pouvons noter que même si toutes lessubtilités
d' A RRAY-OL ne sont pas immédiatement assimilables,cedernier resteutilisable.

De l'inadaptation des OD T

Nous avons vu que les ODT sont un excellent moyen pour représenter les dépendances
de donnéesau sein d'un modèle local A RRAY-OL, mais nous avons égalementvu qu'une re-
présentation ODT ne correspondait pasexactementà une application A RRAY-OL. Lescalculs
sur les ODT nous garantissentuniquement que lesdépendancesde donnéesrestentcorrectes,
le résultat n'est pas nécessairement valide du point de vue A RRAY-OL. Il faut donc garder
en tête une représentation A RRAY-OL de l'expr ession ODT que l'on manipule. On peut no-
tamment citer deux exemplesparticulièr ement révélateurs :

1. dans le cadre de la fusion, l'intr oduction de recalculsn'apparaît pasdans la forme ODT

des résultats ;

2. si on juxtapose la représentation ODT d'une tâche ayant des motifs disjoints, comme
sur la �gur e 3.16 page 84, avant et après un changement de pavage par ajout de di-
mensions, alors il n'est pas possible de voir que les deux représentations ne sont pas
équivalentes et que le changement de pavage a intr oduit des erreurs.

Un autre exemple, lui aussi intéressant,est donné dans la section B.4.2page 131, mais il est
trop long et trop complexe pour être détaillé ici. Le pouvoir d'expr essivité des ODT est donc
très limité et nombre des dif �cultés que j'ai rencontréesdans l'élaboration des transforma-
tions proviennent de cette limitation.

En�n, les ODT sont incapablesd'exprimer lesdépendancesentre les itérations de pavage,
il n'est donc pas possible de tester des équivalents des états et des délais de GM DSDF au
niveau des ODT.

115



4. EXÉCUTION D 'A RRAY-OL

Perspectives

Amélioration des développements existants

Plusieurs développements ont été réalisésau cours de cette thèse,une première perspec-
tive estbien sûr de maintenir et de poursuivr e cesdéveloppements.

« A RRAY-OL exemple » vient de béné�cier de nombreusesaméliorations lors du récent
stagede Sylvain Buisine. Il est désormais possible de dé�nir et de visualiser simultanément
tous les tilers d'un même modèle local. Cependant je pensequ'« A RRAY-OL exemple » peut
encore être amélioré notamment en l'interfaçant avec un environnement de modélisation
comme PTOLEM Y.

Concernant le support d' A RRAY-OL dans PTOLEM Y, un travail de maintenance est indis-
pensablepour adapter nos développements à la sortie des dernièresversions de PTOLEM Y.
Ainsi, il faut déjà mettre à jour l'implémentation actuelle pour la nouvelle version de PTO-
LEM Y qui est sortie en juillet 2005.Parallèlement, il estenvisageabled'ajouter l'implémenta-
tion des transformations a�n de disposer d'une plate forme complète dédiée à A RRAY-OL.

L'implémentation des transformations est à compléter en ajoutant le support des trans-
formations autre que la fusion. Mais contrairement à cequ'on pourrait croire, cen'est pasun
travail très complexe. En effet, le support des ODT existe déjà et la passerelle entre A RRAY-
OL et les ODT est également présente,il n'y a donc pas de dif �cultés majeures.

Extension d' A RRAY-OL

Lorsque nous avons comparé A RRAY-OL et GM DSDF, il est apparu que l'atout principal
de GM DSDF était le support des états et des délais qui permettent de modéliser des tâches
telles que des accumulateurs. Il est primor dial d'ajouter cette fonctionnalité dans A RRAY-
OL. Le problème ne se situe évidemment pas au niveau de la modélisation, mais c'est au
niveau de l'optimisation qu'on rencontre des dif �cultés. En effet, comme nous l'avons vu
précédemment, les ODT sont incapablesd'exprimer lesdépendancesentre les itérations d'un
même modèle local. Il n'est donc pas possible d'étudier l'impact de l'ajout des états et des
délais à l'aide de ceformalisme, il faudra donc trouver une solution dif férente.

Une autre extension possible est actuellement étudié par Ouassila Labbani qui est une
doctorante de l'équipe WEST. En effet, elle a effectué une analyse pertinente [[38]] de l'ajout
de �ots de contrôle dans A RRAY-OL. Ces �ots de contrôle sont inspirés du domaine des
systèmesréactifs synchroneset sont d'autant plus intéressantsqu'ils conservent l'aspect dé-
terministe d' A RRAY-OL. De plus, Ouassila Labbani prévoit de poursuivr e ces travaux en
essayant de compiler des applications A RRAY-OL vers des langages synchrones de type
LUSTRE.

Pilotage des transformations

Nous avons décrit dans cette thèseune « boîte à outils » de transformations destinéesà
A RRAY-OL. Mais cestransformations ne sont intéressantesque si elles sont utilisées intelli-
gemment. Le choix d'appliquer telle ou telle transformation dépend de l'architecture ciblée
et de la nature même de l'application. Une application qui consomme de grandes quantités
de mémoire est bien sûr amener à être transformée et ceci quelque soit l'architecture sur la-
quelle elle doit être exécutée.Mais dans le cadre de l'embarqué, il faudra combiner la fusion,
l'aplatissement et le changement de pavage pour ajuster �nement la quantité de mémoire
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requise lors de l'exécution. On peut également utiliser le changement de pavage et le tiling
pour gérer le nombre d'itérations de pavage et pour les faire correspondre, par exemple, au
nombre d'unités de calcul. On peut envisager d'appliquer la mise à niveau sur des parties
distinctes de l'application et délimiter ainsi des séquencesdestinéesà être exécutéesde ma-
nièredata-parallèle. Lesdif férentscasque l'on vient de citer ne sont que de simples exemples
et une étude approfondie du sujet est donc nécessaire.
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Annexe A

Notations, limitations et contraintes

A.1 Modèle global

– il ne peut y avoir de cycle dans le graphe du modèle global ;
– chaque tableau ne peut avoir qu'une seuledimension in�nie.

A.2 Modèle local

– la numérotation des tableaux commencetoujours à zéro ;
– les motifs sont forcément de taille �nie ;
– assignation unique : les éléments des tableaux résultats doivent être calculés une et

une seule fois ;
– toute tâche se doit d'avoir une « demi-tâche » résultat exacte; sa partie résultat doit

être telle que :
– les origines des tableaux soient à zéro ;
– les vecteurs de pavage et d'ajustage soient positifs et parallèles aux axes;
– l'utilisation du modulo soit interdite ;

– une tâche hiérarchique doit avoir le motif opérande de sa tâche supérieure comme
tableau d'entrée de sapremière sous-tâche.De même le tableau calculé par la dernière
sous-tâchedoit correspondre au motif produit par la tâchesupérieure.

A.3 OD T

– si un motif a une de sesdimensions de taille 1, aucun ajustage n'apparaît pour cette
dimension dans la forme ODT de la tâcheconcernée;

– de façon identique pour un tableau avec une de sesdimensions de taille 1, aucun pa-
vage n'apparaît (Il n'y a donc pas de bornes valant 1 dans le gabarit).

A.4 Fusion

– deux tâches,pour pouvoir être fusionnées, doivent avoir au moins un tableau com-
mum que la première produit et que la deuxième consomme;
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– la tâcheproduisant cetableau intermédiair e (A2) doit le faire par le biais d'une « demi-
tâche» exacte.
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Annexe B

Calcul de la fusion

Cet appendice présente une démonstration complète du processusde fusion en repre-
nant pas à pas la démarche décrite section 3.2.2page 67. La version originelle de cette dé-
monstration estprésentedans la thèsede Julien Soula [[58]]. Comparéeà cellede Julien Soula,
cette version est beaucoup plus proche du formalisme ODT. En outre, une distinction a été
faite tout au long du calcul entre les parties opérandeset résultats des opérateurs. Cette dis-
tinction apporte une plus grande clarté qui m'a permis de réaliser l'implémentation plus
facilement.

B.1 Calcul des dépendances

B.1.1 Utilisation des propriétés des OD T exacts

– Nous partons donc avecnotre expressionintermédiair e à transformer :
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– Grâceaux propriétés sur l'inversion des ODT exacts(cf 2.4.3.3page 60) :
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– On utilise ensuite la suppressiondes modulos redondants (cf 2.4.3.3page 60) :
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– On utilise la composition de la projection et du shift (cf 2.4.3.1page 56) :
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– En�n on sesert de la composition des projections (cf 2.4.3.1page 56) :
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– On renomme quelques variables :
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B.1.2 Complétion des motifs

– Pour que notre expression réponde à nos désidérata, il faut que les points qu'elle gé-
nère remplissent toutes les dimensions d'ajustages D 1 et D2. Si on examine les itéra-
tions sur notre gabarit, qui deviendra celui de notre nouvelle expression, il est facile
de voir qu'on désigne tous les points de D 2. La segmentation, quant à elle, génère les
points de Dop,1. En revanche on ne peut rien déterminer pour D res,1. Pour compléter
D res,1, on supprime les dimensions existantesavecune projection et on les recréeavec
une segmentation (cf 2.4.3.1page 57). Puis on les limite grâceà un modulo.
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– La nouvelle projection élimine les dimensions d'ajustages avant qu'elles ne soient re-
créespar la nouvelle segmentation. Or on peut simpli�er l'expr essionen déplaçant la
nouvelle projection vers la droite (cf 2.4.3.1page 56) :
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– On supprime
�

1 0 0
0 0 0
0 0 1

�
car cette segmentation ne servait qu'à créer l'ajustage opérande

de Q1D1 qui a désormais disparu (cf 2.4.3.1page 56) :
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– On fusionne nos deux projections (cf 2.4.3.1page 56) :
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– Il ne nous resteplus qu'à déplacer notresegmentation vers la droite (cf 2.4.3.1page56) :
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– On peut fusionner les deux modulos et continuer à déplacer notre segmentation. Cette
dernière changede taille (cf 2.4.3.1page 57). :
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– Pour déplacer encore la segmentation, on estobligé d'agrandir le gabarit a�n d'ajouter
des contraintes sur les dimensions qui seront désormais crééesavant. On peut �xer la
valeur de cescontraintes en sebasantsur cellesdu modulo car lesdimensions crééesau
niveau de la segmentation ne sont pas modi�ées jusqu'au modulo (cf 2.4.3.1page 57).
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La séparation dans le gabarit signi�e simplement que la partie supérieurede cedernier
s'applique à P 00dans la projection et à la matrice identité dans la segmentation.

– Nous avons donc réussi à obtenir une tâche A RRAY-OL, mais qui hélas comporte des
parties fractionnair es à causede l'utilisation de l'inverse de l' ODT exact.Pour suppri-
mer ces valeurs fractionnair es, on décide de les isoler en ne gardant que le pavage
(l'ajustage étant lui entier).

�
Q1

�
M :b:

�
Sp

�
S:

�
�P00

�
� :

0

@
Q2

Dop,2

D res,2

1

A

G

: 1 0 0 :

B.2 Éliminations des parties fractionnaires

– On part de notre nouvelle expression:
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– On renomme quelques variables.
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Cette expression est en réalité la représentation d'une tâche A RRAY-OL entre les es-
pacesd'itérations Q1 et Q2. Les itérations de pavage (respectivement d'ajustage) sont
en fait les itérations de macro-pavage(macro-ajustage).On peut constaterqu'à cestade
de notre raisonnement, la taille du macro-motif résultat estégaleà la taille du motif ré-
sultat original (multiplication par la matrice identité). Rappelons que ce dernier est
construit par l'ajustage spatial qu'on vient de mettre de côté pour simpli�er notre ex-
pression.

B.2.1 Segmentation du gabarit de macro-pavage

– Pour supprimer lesvaleurs fractionnair esdans lesvecteurs de macro-pavagePM nous
allons segmenter le gabarit de macro-pavage (cf 2.4.3.2page 59). Cette opération a un
double effet : elle réduit le nombre d'itérations de macro-pavage donc le nombre de
calculs sur T3, mais elle augmente aussi la taille du macro-motif. De plus, l'apparition
d'une segmentation explique la présenced'un macro-motif résultat.
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– On multiplie les deux projections et les deux segmentations.
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– � appartient à la fois à l'ajustage opérande et à l'ajustage résultat, nous allons sépa-
rer de manière explicite les macro-ajustagesopérandes et résultats car nous les avons
traités comme ne faisant qu'un dans la dernière opération.
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– On renomme quelques variables et on supprime D res,2 qui est inutile :
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– Où en sommes nous ? Le macro-pavage n'a plus de parties fractionnair es, le macro-
ajustage résultat n'en a pas non plus, il ne reste que le macro-ajustage opérande sur
lequel nous allons travailler avec le shift.
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B.2.2 Vers le calcul d'une boîte englobante

Pour supprimer toutes lescomposantesfractionnair esdu macro-ajustagenous allons cal-
culer la boîte englobante despoints générés.Mais a�n que cetteboîte ne soit pas trop grande
(cf encadrépage 59), nous allons réduir e la taille desvecteurs de macro-ajustageen séparant
les parties entièreset fractionnair es.Mais cela nous oblige à doubler le nombre de vecteurs
ce qui élève au carré le nombre d'itérations, il faut donc dans un premier temps limiter ce
nombre.

B.2.2.1 Segmentation du gabarit de macro-ajustage

– On renomme quelques variables :
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– Nous effectuons une nouvelle fois une segmentation du gabarit (cf 2.4.3.2page 59),
ce qui a pour effet de réduir e les bornes d'itérations, mais pas le nombre d'itérations.
Nous donnons dir ectement le résultat du calcul, puisque ce dernier est identique à
celui effectué précédemment. La segmentation issue du calcul est absorbéepar la seg-
mentation nulle que nous n'avons pas mise pour simpli�er la lecture.
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B.2.2.2 Séparation des parties entières et fractionnaires.

Il ne restedes composantesfractionnair es que dans v. Nous allons donc utiliser l'inclu-
sion suivante pour réduir e la taille des vecteurs fractionnair es a�n de ne pas calculer une
boîte englobante trop grande.
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Cette nouvelle expression fait passer le nombre d'itérations de � 0 à � 0× � 0 d'où l'intérêt de
la segmentation du gabarit d'ajustage qui avait réduit la taille des bornes.

B.2.2.3 Calcul de l’englobant de la partie fractionnaire.

En�n on calcule la boîte englobante :
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C'est �ni, notre tâcheestentière, l'arr ondi a disparu, il faut désormais « remonter » les résul-
tats obtenus.
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B.3 Remontée des résultats

Aucune opération n'est effectuée, on replace juste les expressionsà leur emplacement
d'origine.

– étape1 : (cf B.2.2.3) �
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– étape2 : (cf B.2.2.2)
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– étape3 : (cf B.2.2.1)
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– étape4 : (cf B.2.1)
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– étape 5 : nous avons ici l'expr ession exactedu macro-ajustage opérande nous allons
donc renommer les variables suivant le modèle utilisé pour le macro-ajustagerésultat,
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– étape6 : (cf B.2.1page 128)
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– étape 7 : dernière étape,on décide d'agrandir les espacesde départ et d'arrivée en ne
passantdonc plus de Q1 à Q2, mais de Q1D1 à Q2D2. Ainsi, nous restonscohérents sur
les espacesen présenceavant le calcul,
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On distingue clairement lesdif férentesparties de notreexpression: macro-pavage(Q0),
macro-ajustage opérande (D 0

op), macro-ajustage résultat (� ). et en�n l'ajustage spatial
opérande (Dop,1, D res,1) et résultat (Dop,2, D res,2). En outre, on remarquera que cesdi-
mensions sont généréescomplètement.
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B.4 Derniers obstacles avant l'obtention d'une tâche A RRAY-OL

Nous appliquons ici les simpli�cations proposéesprécédemment (cf 2.4.3.2page 57). En
effet, la tâchepeut produir e des calculs redondants à causede vecteurs colinéaires issusdes
diverses multiplication de projections et elle peut contenir des vecteurs inutiles dus notam-
ment à l'utilisation de la segmentation du gabarit.

Nous avons donc réussi à transformer l'expr ession entre Q1D1 et Q2D2 sous la forme
d'une tâche A RRAY-OL. Nous remplaçons donc l'ancienne expressionpar la nouvelle.
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: Pres,2 0 Fres,2

Nous voulons désormais hierarchiser cette tâche et dans un premier temps calculer la tâche
supérieure.Or pour obtenir cettedernière, il nous suf�t de manipuler notrenouvelle expres-
sion ce qui serait tres simple (grâce à la composition des ODT) si il n'y avait pas le modulo
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B.4.1 Suppression du modulo.

C'est un des points faibles de la fusion, il n'est pas possible de supprimer automatique-
ment le modulo, il faut faire des testsavec les valeurs pour supprimer le modulo.

La première technique est d'utiliser le cas général de la partie sur la suppression du
modulo (cf 2.4.3.3page 60). La deuxième consisteà véri�er son utilité en calculant les extre-
mums généréspar les itérations dans le « super QD ». Si les extremums sont compris entre
−→
0 et la valeur du modulo, alors on peut effectivement le supprimer .

Mais si aucune de ces techniques ne fonctionne, la fusion n'est malheureusement pas
possible.

B.4.2 Problème du décalage.

Plus rien ne s'oppose désormais d'un point de vue strictement mathématique au calcul
de la tâchesupérieure et des deux sous-tâches.Cependant comme celaa déja étémentionné
dans cerapport, les ODT nécessitentune lecture à plusieurs niveaux et on ne peut seconten-
ter d'une « simple » lecture mathématique. En effet, il est possible, dans certains cas, de
générer des résultats incohérents à partir de notre expression.
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A2 A2 ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
A2

A2 A2 ��������������������������������������������������������
A2

R�sultat induit par la fusion

R�sultat induit par la fusionAvant la fusion

Premier exemple

Deuxi�me exemple

Avant la fusion 

Motif op�rande de T2

Motif r�sultat de T1

Motif r�sultat de T1

Motif op�rande de T2

FIG. B.1:Deux exemplespour problème du décalagedes origines

A�n de bien cerner le problème, il estnécessairede revenir sur la construction desmacro-
motifs et notamment sur la corrélation entre macro-motif opérande et résultat. Tout d'abord
considérons le premier exemple de la �gur e B.1. Dans sapartie gauche, la �gur e représente
les motifs opérandes et résultats du tableau A2. C'est ici que se joue la fusion. En effet, si
on connaît le nombre de motifs résultats de T1 nécessaires pour avoir au moins un motif
opérande de T2 alors la fusion est possible.

Examinons le processusde fusion pour cet exemple. La matrice de pavage résultat de
T1 (Pres,1) vaut ( 0 3

1 0 ) avec comme bornes (Q1) ( 1
2 ) et la matrice de pavage opérande de

T2 (Pop,2) vaut ( 0 2
3 0 ) avec comme bornes (Q2) ( 1

3 ). On cherche une matrice M telle que
M× Pres,1 = Pop,2. On suit le raisonnement décrit ci-dessus,en calculant P 0

res,1 × Pop,2 et on

obtient
�

3 0
0 2

3

�
.

Or cettematrice n'a passescoef�cients dansZ, on utilise donc la segmentation du gabarit
pour revenir à une matrice à coef�cients entiers ce qui nous donne ( 3 0

0 2 ) comme macro-
pavageopérande (P 0

M ) et ( 1 0
0 3 ) comme macro-pavagerésultat (� ). Finalement nous obtenons

( 0 6
3 0 ) comme nouvelle matrice résultat sur T1 (Pres,1×P0

M ) et aussicomme nouvelle matrice
de pavage opérande (Pop,2 × � ) de T2.

Le résultat est optimum puisque comme nous le voyons sur la partie droite de la �gur e
nous consommons et nous produisons un motif de même taille sur A2.

Regardons maintenant l'example 2, il ne dif fère que treslégèrement du premier : la seule
dif férenceréside dans le fait que T1 produise A2 ligne par ligne et non plus demi-ligne par
demi-ligne. On est en droit de penser que le problème est le même et que le résultat est
identique. Mais il n'en est rien car la matrice de pavage résultat de T1 (Pres,1) ne comporte
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qu'un seul vecteur (une seule dimension étant pavée). Pres,1 vaut ( 0
1 ). Or si on effectue le

calcul précédent, on obtient ( 0 0
3 0 ) comme nouvelle matrice de pavage résultat de T1, mais

( 0 2
3 0 ) comme nouvelle matrice de pavage opérande de T2. Le résultat n'est plus optimum

comme le montr e le partie de droite de notre �gur e,et un recalcul est donc induit.

À ce stade de l'explication, le lecteur peut croire que le seul problème réside dans la
présencede ce recalcul, mais ce n'est pas le cas. En effet, il n'est pas possible d'exprimer
sous une forme A RRAY-OL correcte le résultat que nous avons obtenu. Notr e tâche hiérar-
chique �nale va produir e à chaque itération de pavage sur T3 un macro-motif résultat de
T1 et consommera un macro-motif opérande de T2. Mais ce dernier est restéde la taille du
motif original. Donc, il faudra plusieurs itération de pavage de T3 pour produir e une ligne
complète de A3, et à chacunede cesitérations T2 consommeraune partie dif férente du motif
produit par T1 (cf �gur e B.2). Le problème estqu'il n'est paspossible d'exprimer cedécalage
en A RRAY-OL car il dépend des itérations de la tâche supérieure et rend donc l'utilisation
du shift impossible.

A2

Motif produit par T1 lors de 3 it�rations
de pavages successives sur T3

A2A2A2

lors de la troisi�me it�rationlors de la deuxi�me it�rationlors de la premi�re it�ration

Motifs consomm�s par T2

FIG. B.2:Exemple de décalagedu macro-motif opérande de T2

La solution consisteà calculer puis à comparer lesnouvelles matrices de pavagerésultats
et opérandes sur T2. Si il y a des vecteurs dif férents nous forçons la(es) dimension(s) de
macro-pavage incriminée(s) à passerdans le macro-ajustagece qui résoud en même temps
le problème du recalcul. La forme �nale de notre expression (« super QD ») reliant Q1D1

à Q2D2 s'en trouve profondément modi�ée puisque tout le macro pavage et tout le macro
ajustageest changée.Notr e expressiondevient :

0

@
Q1

Dop,1

D res,1

1

A

M

0

@
S0

0
0

1

A

S

:

�
�
�
�
�
�

Pop FM ,op 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

�
�
�
�
�
�
:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Q
DM ,op

Dop,1

D res,1

DM ,res

Dop,2

D res,2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

:
Pres 0 0 0 FM ,res 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
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B.5 Création de la hiérarchie

On obtient �nalement :

�
M 1

�
M :

�
S1

�
S:

�
�Pop,1 Fop,1 0

�
� :

0

@
S0

0
0

1

A

S

:

�
�
�
�
�
�

Pop FM ,op 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

�
�
�
�
�
�
:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Q
DM ,op

Dop,1

D res,1

DM ,res

Dop,2

D res,2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

:
Pres 0 0 0 FM ,res 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

| {z }
relation Q1D1! Q2D2 ne passantplus par A2

: Pres,2 0 Fres,2

B.5.1 Calcul de la tâche supérieure.

– On utilise la composition du shift pour obtenir (cf 2.4.3.1page 56) :

�
M 1

�
M :

�
S1

�
S:

�
Pop,1 × S0

�
S:

�
�Pop,1 Fop,1 0

�
� :

�
�
�
�
�
�

Pop FM ,op 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

�
�
�
�
�
�

:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Q
DM ,op

Dop,1

D res,1

DM ,res

Dop,2

D res,2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

:
Pres 0 0 0 FM ,res 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

: Pres,2 0 Fres,2

– On fusionne les deux shifts, les deux projections, les deux segmentations (cf 2.4.3.1
page 56) :

�
M 1

�
M :

�
S1 + Pop,1 × S0

�
S:

�
�Pop,1 × Pop Pop,1 × FM ,op Fop,1 0 0 0 0

�
�

:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Q
DM ,op

Dop,1

D res,1

DM ,res

Dop,2

D res,2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

G

: Pres,2 × Pres 0 0 0 Pres,2 × FM ,res 0 Fres,2
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– On simpli�e D res,1 et Dop,2

�
M 1

�
M :

�
S1 + Pop,1 × S0

�
S:

�
�Pop,1 × Pop Pop,1 × FM ,op Fop,1 0 0

�
�

:

0

B
B
B
B
@

Q
DM ,op

Dop,1

DM ,res

D res,2

1

C
C
C
C
A

G

: Pres,2 × Pres 0 0 Pres,2 × FM ,res Fres,2

B.5.2 Calcul des deux sous-tâches

Nous avons donc calculé la valeur de la tâchesupérieure,il faut donc que nous calculions
les deux sous-tâches.Cesdeux tâchessont équivalentes à T1 et T2 puisqu'elles doivent ef-
fectuer lesmêmestraitements, et par conséquent,ellesconsomment et produisent lesmêmes
motifs. Or la première tâchede la hierarchie doit consommer le macro-motif opérande de la
tâchesupérieure.De plus, cemacro-motif est l'agglomeration de plusieurs motifs de la tâche
d'origine T1, il suf�t donc d'utiliser une matrice identité pour paver et ajuster cemacro-motif
dans la sous-tâche.Le raisonnement est le même pour montr er que la segmentation de la se-
conde tâche de la hiérarchie est également la matrice identité. Procédons aux calculs, nous
savonsque les deux premièresdoivent être de la forme :

– pour la première sous-tâche:

�
DM ,op

Dop,1

�

M
:
�

0
0

�

S
:
�
�
�
�
1 0 0
0 1 0

�
�
�
� :

0

@
DM ,op

Dop,1

D res,1

1

A

G

: ? 0 Fres,1 :
�

?
�

S:
�

?
�

?

– pour la deuxième sous-tâche:

�
?
�

M :
�

?
�

S:
�
� ? Fop,2 0

�
� :

0

@
DM ,res

Dop,2

D res,2

1

A

G

:
1 0 0
0 0 1

Pour obtenir les dernières informations concernant les deux sous-tâcheson part d'un point
se trouvant dans l'espaced'ajustage opérande ou résultat de notre tâche « super QD ». En-
suite, on parcourt « le chemin » reliant cepoint au point correspondant de A2. Pour un point
setrouvant dans l'ajustage opérande, on passepar la projection et le shift de la « super QD »
pour arriver dans Q1D1. Puis on passepar la segmentation de T1 pour arriver �nalement
dans A2. On composedonc cesODT pour obtenir la première sous-tâche,et le raisonnement
est le même pour la deuxième.

– pour la première sous-tâche:

�
DM ,op

Dop,1

�

M
:
�

0
0

�

S
:

�
�
�
�
1 0 0
0 1 0

�
�
�
� :

0

@
DM ,op

Dop,1

D res,1

1

A

G

: Pres,1 × FM ,op 0 Fres,1 :
�
Pres,1 × S0

�
S:

�
M 2

�
?

– pour la deuxième sous-tâche:

�
M 2

�
M :

�
S2

�
S:

�
�Pop,2 × FM ,res Fop,2 0

�
� :

0

@
DM ,res

Dop,2

D res,2

1

A

G

:
1 0 0
0 0 1
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B.5.3 Conclusion

Le calcul d'une fusion est long et complexe. La nécessitéd'une lecture à « plusieurs ni-
veaux » n'aide pas à la compréhension. Pourtant cettecompréhension est indispensable à la
réalisation de l'implémentation.

B.6 Généralisation de la fusion

La généralisation de la fusion telle qu'elle estdécrite dans la section 3.2.3page 71 repose
sur les mêmes principes qu'une fusion « simple ». Seul le cas des tableaux intermédiair es
liés uniquement à une des deux tâchesprésente une petite dif férence.Nous présentons ici
les calculs pour ce casparticulier . Soit O1 un tableau de sortie de la première tâche qui ne
soit pas lié à la deuxième et soit I 2 un tableau d'entrée de la deuxième tâche qui ne soit pas
lié à la première. La représentation ODT des « demi-tâches » est :

– Pour O1 :
�
M O1

�
M :

�
SO1

�
S:

�
�PO1

FO1

�
� :

�
Q1

DO1

�

G

– Pour I 2 :
�
M I2

�
M :

�
SI2

�
S:

�
�PI2 FI2

�
� :

�
Q2

D I2

�

G

Le calcul pour la tâche supérieur s'effectue de la manière que pour une tâche simple (cf
section B.5.1page 134) :

– Pour O1 :

�
M O1

�
M :

�
SO1

�
S:

�
�PO1

× Pop FO1
× FM ,op FO1

�
� :

0

@
Q

DM ,op

DO1

1

A

G

– Pour I 2 :

�
M I2

�
M :

�
SI2 + PI2 × S0

�
S:

�
�PI2 × Pres FI2 × FM ,res FI2

�
� :

0

@
Q

DM ,res

D I2

1

A

G

Le calcul pour les tâches inférieur es s'effectue aussi similair ement à celui d'une tâche
simple (cf section B.5.2) :

– Pour O1 : �
DM ,op

DO1

�

M
:
�

0
0

�

S
:

�
�
�
�
1 0 0
0 1 0

�
�
�
� :

�
DM ,op

DO1

�

G

– Pour I 2 : �
DM ,res

D I2

�

M
:
�

0
0

�

S
:

�
�
�
�
1 0 0
0 1 0

�
�
�
� :

�
DM ,res

D I2

�

G
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Annexe C

Application d'une fusion sur des
exemples concrets

Motif opérande de T1

Motif résultat de T1

Motif opérande de T2

Motif résultat de T2

Motif opérande de T3

Motif résultat de T3���������������� Motif suivant������������������������ Element posant problème

FIG. C.1:Légende pour les exemples

T2

A2 A3

T3

A3A1

T1

M1 M2

A1

T1

A2

M3

T2

M2

Avant la fusion :

Apr�s la fusion :

FIG. C.2:Fusion triviale
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A1

T1

T1

M1

T3

A3A1

T2

T2

A2 A3

Avant la fusion :

Apr�s la fusion :

A2

M2

M2 M3

FIG. C.3:Fusion aveccréation d'un macro-motif résultat : Castrès intéressantcar il montr e que
la fusion produit ici le résultat optimal.

A1

T1

T1

M1

T3

A3A1

T2

T2

A2 A3

M2������������������������ ���������������
���������

������������������������ ���������������
���������

����������������������������

Avant la fusion :

Apr�s la fusion :

A2

M3M2

FIG. C.4:Fusion entraînant un recalcul : casdéfavorable où la fusion entraine un recalcul à cause
d'un recouvrement sur le tableau intermédiair e (cf section 3.4.1page 79).
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A1

T1

T1

T3

A3A1

T2

T2

A2 A3

������������������������������
�������������������� � �  � �  � �  � � 

Avant la fusion :

Apr�s la fusion :

A2

M3M2

M2M1

64

128

128

256

FIG. C.5: Fusion produisant une sous-tâchenon exacte : autre cas défavorable (cf section 3.3
page 78).

139



C. A PPLICATION D ' UN E FUSION SUR DES EXEM PLES CON CRETS

T1

A2A1

A2 A3

T2

A3

T3

A1

T1

M1

M2

M2
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M3

Avant la fusion

Apr�s la fusion

FIG. C.6: Fusion avec une réduction non optimale du tableau intermédiair e : inconvénient
mineur de la fusion (cf section 3.3page 78).
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Spéci�cation multidimensionnelle pour le traitement du signal systématique

Résumé : De nombreusesapplications de traitement du signal ont à traiter des donnéescomportant
plusieurs dimensions, pourtant il n'existe que trèspeu de modèlesqui soient capablesde tenir compte
de cet aspect multidimensionnel. Nous nous sommes donc intéressésà ce problème, mais en nous
limitant au traitement du signal systématique (TSS) qui consiste en l'application de traitements très
réguliers indépendants des données.

Nous abordons tout d'abord la problématique de la modélisation des applications. Nous com-
parons dif férents modèles reposant sur les �ux de données synchrones.Puis, nous nous intéressons
à A RRAY-OL qui est un modèle de description ayant la faculté d'exprimer les dépendancesde don-
nées. Mais ce dernier ne fournit aucune méthodologie pour l'exécution des applications et aucun
biais d'optimisation. Il faut donc projeter A RRAY-OL sur un modèle de calcul pour exécuter des ap-
plications, mais en ayant proposéau préalable une phased'optimisations.

Nous étudions pour cela dif férentes méthodes : nous analysons les possibilités offertes par les
transformations de boucles, puis nous présentons le formalisme ODT. Nous montr ons que les ODT

sont en mesure d'exprimer parfaitement les dépendancesde données. À l'aide des ODT, nous pro-
posons une suite de transformations constituant une « boîte à outils » capabled'ef fectuer de simples
modi�cations ou desoptimisations plus complexessur desapplications A RRAY-OL. En�n, nous ana-
lysons la projection d' A RRAY-OL vers des modèles de calculs et nous étudions l'impact de nos trans-
formations.

Mots clés : �ots de données,transformation de code,compilation, traitement du signal, spéci�cation
multidimensionnelle, fusion de boucles

Multidimensional speci�cation for systematic signal processing

Abstract : Many signal processingapplications have to manipulate multidimensional data ; however
there are only few models of speci�cations which are able to handle such data. Thus, we study this
problem, but we are limiting our approach to systematic signal processingwhich is characterisedby
the application of very regular treatments, independent from the data values.

We analyse the modelling of such applications. Firstly, we compare dif ferent models based on
the synchronous data�ow paradigm and then we intr oduce A RRAY-OL. A RRAY-OL is a model of
description which is able to expressdata dependences.However , A RRAY-OL does not explain how
to executethe applications and doesnot provide any methodology for optimisations. Therefore,in the
caseof using A RRAY-OL, it is necessaryto suggestsome optimisations and to analyse its projections
on a computation model.

Hence, we analyse the possibilities offered by the loops transformations and we depict the ODT

formalism. We show that the ODT areperfectly suitable for expressingthe data dependences.Using it,
we recommend several transformations constituting a toolbox which is able to realisesimple modi�-
cations or more complex optimisations on A RRAY-OL applications. Lastly, we examine the projection
of A RRAY-OL on dif ferent models of computations.

Keywords : data�ow , code transformation , compilation, signal processing,multidimensional speci-
�cation, loop fusion
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