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Introduction

Ce gue nous vendons 7 TOUT !
Slogan gauchiste repris comme titre d'un journal en 1970 et 1971

St javais #té précent & la création, §aurais donné guelgurs conseils wriles
d I
posir sne meillewre organisation de lunivers.

Alphonse X de Castille (1252-1284)

Asez ftomnamment, les Pmﬁfewm ﬂ}rmﬁ?giqm somt t?i:r.fimpﬁﬂ. Ik ;E:Fri—
ment en trois syllabes « gu'y a-t-il 7 ». Quane i la réponse, elle tient en une
senle ;o TOUT ».

Willard Van Orman Quine (1908-2000)

On ne peut pas soulever des chaussures qu'on a aux pieds. On ne
peut pas s'entendre ronfler. On ne peut pas penser a TOUT a la fois. ..
et c'est assez difficile de ne penser a rien. On ne peut pas ranger une
boite dans la boite elle-méme et encore moins la fermer et y mettre une
ficelle si on est a I'intérieur. Personne ne se souvient de sa naissance, ni
méme de I'instant ot1 il a compris qu'il existait. Il semble que vouloir
maitriser une trop grande quantité d'objets ou d'idées, ou simplement
une situation ou une structure 3 laquelle on appartient, engendre des
difficultés fondamentales, voire des impossibilités définitives.

Linfini — qui n'est pas le TOU'T, mais quand méme une tentative
pour sen approcher — a pendant longtemps été considéré comme le
domaine réservé du divin. Les humains ne devaient pas avoir l'outre-
cuidance de tenter de le comprendre et d'ailleurs ils ne pouvaient en
avoir quune idée vague et illusoire.

TOUT : les réver mathématigues d une théorie ultime

René Descartes nous explique dans Les médivarions metaphysiques
(Méditation troisiéme) : « Par le nom de Dieu, j'entends une substance
infinie, éternelle, immuable, indépendante, toute connaissante, toute-
puissante, et par laquelle moi-méme, et toutes les autres choses qui sont
(s'il est vrai qu'il y en ait qui existent) ont été créées et produites. Or
ces avantages sont si grﬂ.nds et si éminents, que plu.'; attentivement je
les considére, et moins je me persuade que I'idée que j'en ai puisse tirer
son origine de moi seul. [...] Je n'aurais pas [...] I'idée d'une substance
infinie, moi qui suis un étre fini, si elle navait été mise en moi par
quelque substance qui fiit véritablement infinie. »

Pourtant, les mathématiciens de tout temps ont envisagé I'infini,
et en ont acquis une certaine maitrise. Les logiciens ont par ailleurs
appris a théoriser les théories, 3 démontrer des résultats concernant les
démonstrations, a parler et prouver des propriétés du TOUT dont ils
proposent des modéles. La théorie des ensembles, en particulier, envisage
des systémes d'objets, images formelles et maitrisées du TOUT, qui sont
des univers pénéraux ramenés au discours du mathématicien et dont
I'ambition est d’étre un reflet théorique de la totalité absolue.

Les objets autosimilaires et certaines fractales bien que complexes
comportent des parties qui sont le TOUT a échelle réduite et supgérent
donc qu'on peut saisir un monde dans sa globalité méme si on en est
élément. La logique mathémarique offre d’autres situations du méme
type ol ce n'est pas seulement une image qui est « en elle-méme » mais
le TOUT.

Une pensée mathématique du TOUT, de l'infini et du trés grand,
de I"autoréférence apparait donc possible, et il faut au moins tirer de ces
constructions qu elles ne conduisent pas nécessairement au non-sens.
Une science — peut-étre plusieurs — de la totalité est mathématiquement
concevable. Comment résister a son attrait !

A

De telles théorisations 4 la limite du possible, au bord de la folie
peut-étre, sont un défi que le mathématicien aime tout particuliére-
ment relever. Surtout depuis qu'il a pris conscience — contrairement
a ce que lui disaient la religion et la philosophie — qu'il disposair de



Intraduction

méthodes sérieuses pour attaquer ce qu'on lui présentait comme interdit
ou réservé aux esprits surhumains. De plus en plus téméraire au cours
du xrx® siécle, et plus encore au cours du xx° siécle, il a su progresser
dans la mise au point des techniques produisant ces constructions intel
lectuelles autrefois jupées impossibles a 'esprit limité des étres humains
et qui conduisent a penser le TOUT.

Voila le sujer de ce livre. Certte volonté — principalement mathé-
matique — de sapprocher des apparentes absurdités du TOUT, en les
évitant ; cette prétention démesurée de parler de ce qui s'inclut soi-
méme, de ce qui se répéte en plus petit en lui-méme, de ce qui est si
grand que tout est y présent, de ces langages qui peuvent savoir des
choses d’eux-mémes, les dire, et dire qu'ils les disent.

La seule limite imposée est la contradicrion. Il n'est pas permis
de dire a la fois 4 et non A. Cette contrainte mathémarique absolue
— que le poéte inconséquent ne simpose pas toujours — loin de créer
une paralysie sera une stimulation, une exigence constructive, un défi
imaginatif qui engendrera finalement étonnements, connaissances,
merveilles et illuminations. Toujours il faudra contourner ce néant
de I'inconsistance. Cela créera parfois d'étranges jeux dont certains
sembleront arbitraires. Cependant, c'est de ce respect intransigeant
de la raison qui ne dit jamais une chose et I'inverse que nait la beauré
formelle — celle qui touche le mathématicien — et lui donne la certi-
tude que ce qu'il fait a un sens. Cet effort lui permet de s'approcher
des vérités parfaites, du moins de toutes celles envisageables par les
esprits qui croient qu'en définitive il n'y a qu'une vérité. Concevoir
comme un jeu, le sacrilépe de s'approprier en pensée le TOUT est
possible a ce prix. §'enfoncer bien au-dela de ce qu'on imaginait le réel,
en dépassant les bornes autrefois jupées infranchissables d'une pensée
totalisante, est une aventure inouie. C'est elle que nous voulons faire
partager aux lecteurs.

Wb
Bien des idées fausses ont fait leur chemin et se sont imposées

parfois comme des évidences qu'on répéte sans les comprendre en
pensant qu'elles sont « mathématiquement prouvées ». L'une de ces
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aneries universelles est liée aux théorémes d'incomplétude de Gidel
auxquels on veut faire dire tout et n'importe quoi, et en particulier
que personne ne peut parler de maniére cohérente d'un TOUT auquel
il appartient.

MNous verrons que cette interprétation simplette des théorémes de
Godel est fausse et, qu'au contraire, les mathématiciens disposent de
nombreuses méthodes pour parler du trés grand et méme du TOUT, et
qu'elles ne les conduisent pas a se contredire. Loin de nous avoir forcé a
renoncer a parler du TOUT, les mathémariques du xoc® sigcle nous ont
appris a le voir de multiples fagons... ce qui est peut-étre génant. On
aurait révé d'une théorie du TOUT unique, s'imposant logiquement a
chaque esprit et ne trouvant qu'une seule formulation quel que soit le
chemin qu'on emprunte pour y arriver. Ce n'est pas ainsi ! Pourquoi
Difficile 4 dire. Peut-étre que commencer cet inventaire des théories qui
se fixent le but de saisir le TOUT nous fera progresser.

Ak

Précisons que ce petit livre n'a pas 'ambition d’étre un traité com-
plet sur le TOUT mathématique. Un tel traité est impossible car dans
cette discipline les domaines qui peuvent se voir comme des tenta-
tives de penser la totalité sont bien trop nombreux et recouvrent peut-
étre... la totalité des mathématiques ! De plus, nous nous interdisons
d’entrer dans les aspects trop techniques des sujets que nous abordons
nayant comme projet que de montrer I'entrée de quelques chemins
empruntés par les chercheurs. Ces pistes conceptuelles méritent d’étre
connues, mais les mathématiciens s'y sont avancés parfois trés loin,
rendant illusoires des comptes rendus complets en quelques pages de
leurs aventures. Les lecteurs curieux poursuivront leurs explorations
avec d'autres ouvrages, nous en indiquons dans la bibliographie, celui-ci
n'étant qu'un simple marchepied.

L'infini sera le centre de plusieurs chapitres, car, nous l'avons déja
dit, il est une fagon de sapprocher du TOUT. Cependant, c'est aussi
vrai pour le fini des grands entiers... qui sont bien plus grands que vous
ne I'imaginez. Le chapitre 1 I'explique : attention aux vertiges provo-
qués par I'immensité que révéle le jeu des notations et des concepts !
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Introduction

Les nombres et leurs extensions, le chapitre 2 s’y consacre, captent
et mesurent [OU'T, ou du moins c'est ce qu'on en espére. John Conway
nous propose une théorie qui s'engage a n'oublier aucun nombre et
permet de les combiner sans aucune limite. Ce TOUT numérique des
nombres surréels qu'il nous a livré est un extréme mathématique, si pros
et si structuré que sen faire une idée est une entreprise difficile, mais
dans laquelle personne ne regrettera de s'engager.

Ainsi que nous le montre le chapitre 3, la logique tente a sa facon
de comprendre comment on peut dire TOUT ce qui est vrai sur TOUT.
Bien sir, TOUT est dans TOUT et cette boutade est une vraie piste
mathématique. Comment ne pas tourner bourrique si nous sommes
pris dans ce TOUT qui se contient ? Peut-étre grice a I'autoréférence
maitrisée, si elle ne conduit pas 4 dire n'importe quoi ! Le chapitre se
pose la question et aborde les indécidables de Godel qui ne sont pas la
catastrophe que certains croient y lire.

La théorie des ensembles — qui propose des univers o TOUT
peut se loger — est pour bien des mathémarticiens la théorie du TOUT
par excellence. Elle est au centre du chapitre 4 ou I'on explique que
bien que déja trés ambitieuse dans son réve de concevoir le grand et le
trés grand, on peut encore infiniment étirer les versions classiques de la
théorie. Le TOUT des ensembles normasex se laisse aprandir par 'adroit
spéculateur logicien. Il met dans nos mains les byper-ensembles qui se
contiennent eux-mémes comme élément. Autre exploit — présenté bien
souvent comme impossible — lensemble de tous les ensembles peut lui
aussi s intégrer dans le monde logique sans y produire de contradiction.
Au chapitre 5, les ensembles reviennent a I'assaut, mais nous verrons
alors que leur prétention a rendre compte de la totalité crée d'étranpes
paradoxes de la prédiction, tout récemment découverts et, plus que bien
d'autres, dérangeants.

Les modéles de I'univers — c'est-a-dire du TOUT — que les mathé-
matiques permettent de penser et de manipuler sont des représenta-
tions globalisantes du monde pris comme un objet unique et universel.
Le chapitre 6 adopte I'idée quantique avec sérieux... ce qui conduit a
d’étranges questions et a des raisonnements fous, ol I'univers tel que
I'a envisagé Hugh Everett se met au service d'un individu pour qu'il

s enrichisse ou... fasse un calcul record. Les mondes paralléles de la
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mécanique quantique dépassent les bornes de la décence théorique
tant 'univers qu'ils nous offrent est un TOUT perturbant, ot méme
I'éthique et la rationalité scientifique sont a reconstruire !

Le dernier chapitre retombe sur ses pieds... mathématiques avec
I'examen de la proposition du cosmologue Max Tegmark de consi-
dérer que le TOUT du monde physique coincide avec le TOUT du
monde mathématique. Cette hypothése nous offre la perspective de
comprendre enfin pourquoi comme le remarquait Eugéne Wigner les
mathématiques sont si efficaces dans les sciences de la natre.

ik

A coté de ces visions essentiellement mathématiques, il existe aussi
des théories physiques du TOUT qui ne différent pas nécessairement
des théories mathématiques du TOUT, sinon qu'elles sont formulées
par des physiciens et s'artachent de plus prés aux concepts directement
tirés de leur discipline. On les trouvera évoquées par exemple dans le

livre de John D. Barrow, New Theories of Everything (Oxford University
Press, 2007 ), ou dans le livre de Michio Kaku, Parallel Worlds, A fourney
Through Creation, Higher Dimensions and the Future of the Cosmaos
(Doubleday, 20035). Sans nous y attarder, nous en parlons un peu dans
les deux derniers chapitres. Les raisons de ce traitement limité des théo-
ries physiques du TOUT sont que nous ne sommes pas vraiment com-
pétents pour mener des exposés de physique, et peut-étre aussi parce
que les théories mathématiques du TOUT sont plus grandes en ce sens
qu'elles évoquent des totalités si énormes que celles de la physique appa-
raissent modestes en comparaison. De plus, ce sont dans les théories
mathématiques du TOUT que les physiciens et les cosmologues puisent
et puiseront les concepts et les ourils pour formuler les théories du
TOUT proprement physiques de 'avenir. En nous concentrant sur les
mathématiques nous augmentons donc nos chances d'aller directement
vers les plus ambitieuses et les plus démentes — ce sont des qualités
ici ! — des théories du TOUT.

Précisons que méme dans le domaine des mathématiques certaines
théories du TOUT ont été laissées de cité, en général a cause de leur
nature trop technique. C'est le cas de la théorie des catépories, des

12



Intraduction

logiques non-classiques, de la topologie générale et de la théorie des
grands cardinaux qu'on peut voir comme des théories du TOUT et
qui demanderaient un autre ouvrage, équivalent a celui-ci, pour qu'on
leur rende justice.

Eop

Volontairement, le livre contient a la fois des choses légéres —
parfois méme de simples divertissements —, des analyses de type phi-
losophique, des spéculations débridées et, par endroits, sans qu'on soit
obligé de les lire quelques dérails destinés aux lecteurs disposés a un
certain effort mathématique pour accéder a une compréhension appro-
fondie. Les chapitres sont indépendants les uns des autres. Le lecteur a
donc le choix de les lire dans 'ordre qui lui plait. Le plus souvent, les
encadrés acceptent d'étre examinés seuls : ils sont la pour vous persua-
der d’aborder la lecture compléte des chapitres et en contiennent des
compléments faculrarifs.

Eop

Notre méthode pointilliste et ludique nous fait visiter plusieurs
domaines o la volonté est claire de saisir le TOUT, de le mettre en
boite, d’en faire un systéme, de pouvoir le symboliser pour le prendre
dans des démonstrations, pour en parler avec précision et certitude.
Chacun d’eux fait naitre un monde particulier, souvent mal connu,
car nouveau ou ayant été l'objet des progrés récents dont le public hors
des cercles directement concernés n'a pas été informé. Un de nos buts
est cette information due a tous sur ce qui se trame dans les cerveaux
théoriciens qui se lancent i I'assaur de |'universel, du global, du TOUT.
Les volontés théoriques de s'approprier le TOUT enrichissent nos outils
de pensée et autorisent des visions nouvelles, inartendues, puissantes,
hautement spéculatives parfois. Chacun peut et doit en avoir une idée.
J ai toujours défendu que bien des concepts mathématiques sont acces-
sibles largement pour peu qu'on les offre sous des formes convenables.
C’est pour cela que notre texte doit étre vu comme un jeu sérieux

a destination d'un large public. Ces élaborations sur le TOUT nous

13
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aprandissent |'esprit, mais amusent en méme temps : peut-étre parce
que la spéculation quand elle est aussi sérieuse que possible produit
quand méme de driles de résuleats.

Se faire l'esprit plus vaste tout en jouant, les mathématiciens vous
diront tous que c'est ce qui leur plait dans leur discipline. Il ne faut pas
accepter qu'ils profitent seuls de ce plaisir raffiné. Aussi je vous invite a
les suivre dans cette quéte de la totalité maitrisée, du TOUT empaqueté
et réduit, de l'universel con¢u d'une seule pensée, du réve du monde
cerné par quelques symboles et raisonnements. Les théoriciens témé-
raires et spéculateurs posent des idées merveilleuses sur les feuilles de
leurs articles et de leurs livres dont 'ambition est parfois insensée. Ils
observent consciencieusement avec la concentration extréme et toute
I'intelligence dont ils sont capables le résultar de notre volonté intellec-
tuelle totalisante — mais jamais totalitaire, car la science ne dicte pas, elle
sugpere et propose. Les élaborations théoriques des mathématiciens —
des élucubrations ? — sont folles par I'ampleur de ce qu'elles prétendent
saisir, mais raisonnables du fait de la ripueur qu'ils s'imposent avec
une humilité extréme et qui fixe la valeur de ce qu'ils produisent pour
I'éternite.

Grice a eux et aux visions qu'ils font naitre dans nos cerveaux,
I'"humanité redevient maitresse du monde et le TOUT plus petit,
mais aussi plus riche, plus varié, plus passionnant, et plus mystérieux
peut-€ire.

Ak



Chapitre 1

Le TOUT des tres grands entiers

Si la totalité du monde est finie, comment écrire

les nombres qui en indiquent la taille ?

Résumeé

Si tout est nombre, comme les pythagoriciens lont professé, alors comprendre le
TOUT, c'est comprendre les nombres, et en premier lieu les nombres entiers :
0,1,23.

5i le monde est fini, il existe un nombre — asser grand | — qui en compte les élé-
ments et nous devons apprendre a le désigner puisque ce sera le nombre ultime.
Quicongue sattache 4 appréhender |a totalité des choses doit commencer par saisir
le plus précisément possible les grands nombres entiers. Or, il se trouve que nous ne
comprenons pas les grands nombres entiers et que nous ne savons pas les imaginer.
5i vous penser que jexagére, votre opinion aura changé une fois arrivée (3 fin de ce
chapitre. Ce que le plus souvent nows croyons &tre un grand entier niest en réalité
quun infinitésimal en regard de ceux dont nows allons parler. Mous pensions savoir
ce que veut dire grand, mais nous ne le savions pas avant que les mathématiciens
nous |apprennent, grace a l'étrange pouwvoir des notations. Celles-ci élargissent
notre perception du monde et constituent un passage obligé pour celui qui refusant
I'infini — peut-étre illusion - suppose que le TOUT est fini.

Une discipline mathématique se consacre & I'étude des TOUT finis trés grands et se
fixe |'objectif de démontrer quion y trouve nécessairement de lordre. Cette « théorie

TOUT : les réves mathématigues d une théorie ultime

de Ramsey » dont nows disons quelques mots rencontre naturellement des grands
nombres. 5i le TOUT est fini, la théorie de Ramsey en est la physique fondamentale.

Je moppose a lurilisation des guantités infimies comme quelgue chose de
réel. Une telle utilisation nwest jamais deceptable en mathématigues. Linfini
mest guune facon de parler et en réalité nows wavons en téte gue des
rapports gui crofsent indéfiniment ou des limites gue certains rapports
approchent d aussi prés guon le veut.

Cad Friedrich Gauss (1777-1855)

Ma position au sujet da fondement des mathématigues sexprime dans les
dlesoe Principes suivanis. (1) Les totalités infimies mexistent en ducun sens,
ni comme réalité, ni comme absraction. Plus précisément encore, foute
reference guelle quelle soit & des guantites infinies et littéralement dénuée
de sems. (15} Nowus devons néanmoins poursuivre le travail mathématique
commic d notre habitude, cest-d-dive agiv comme 51 les tovalités infinies
existarent réellement.

Abraham Robinson (1918-1974)

Pour certains mathématiciens et pour certains philosophes, I'infini
n'existe pas et lorsque nous en parlons, nous sommes dans ['illusion. Ce
finitisme peut prendre des formes extrémes qui conduisent a penser que
le monde physique est fini, et quil nous faut réussir aussi a concevoir
I'univers mathématique comme fini, ce qui est bien plus difficile. Le
TOUT serait donc limité en taille : I'espace ne s'étendrait pas indéfini-
ment, soit parce que sa forme globale serait analogue a celle d'une sphére
de dimension 4, soit parce qu'elle suivrait une autre topologie bornée. De
plus, le TOUT ne contiendrait qu'un nombre entier déterminé de com-
posants élémentaires. Ce finistisme — on parle parfois aussi d'wlrmafini-
tisme — rencontre des obstacles qui sont principalement conceptuels, tant
I'infini mathématique apparait inévitable et survient naturellement dans
tout esprit qui s emploie 3 comprendre le monde. Malgré les tentatives
d’en formuler des théories philosophiques ou logiques précises — menées
par exemple par Alexander Esenin-Volpin, Jean-Paul van Bendegem,
Graham Priest et Crispin Wright —, il semble qu'ancun cadre finitiste
mathématique ou philosophique urilisable pour les sciences de la narure
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Chapitre 2

Les nombres réunis dans un TOUT

Les nombres entiers, les nombres réels,
les nombres complexes, les nombres transfinis et
bien dautres forment le TOUT des nombres surréels

Résumé

Si tout est nombre — mais pas seulement nombre entier comme le chapitre 1132 sup-
posé — alors penser le TOUT exige quon regroupe en une seule et méme structure
chaque objet mathématique considéré comme nombre, Faire coexister les nombres
réels et les nombres transfinis de Cantor avait déja ét& proposé sous le nom de
longue droits, une droite qui au-deli de tous les nombres réels que nous connais-
sons se prolonge et crée ainsi un continu aussi étendu que le transini de Cantor.
Cette curiosité mathématique donne un modéle du temps qui va au-dela de |'infini
et nous montre donc que le TOUT, méme quand on ne l'envisage que comme une
durée, pourrait étre trés différent de l'infini banal du temps que la physique consi-
dére aujourd hui. Cependant cette longue droite n'est quiun premier pas facile. Aller
plus loin demande un coup de génie et Ciest la création de la théorie des nombres
suiréels par John Conway.

Utilisant une méthode de remplissage indéfiniment recommencée des interstices
entre nombres qui pénéralise |'idée des coupures de Dedekind, John Conway fait
naitre |a plus fantastique de toutes les structures abstraites. Ce TOUT des nombres
surréels est une merveille absolue des mathématiques contemporaines.

TOUT : les réves mathématiques d une théorie ultime

DYune seule goutte dean, le logicien peut décdrire I pajsiéfﬁré dr
locéan Atlantigue ou de la riviere Niagara, sans méme avoir vu ou

entendu Fun ou Lautre.

H.rt.hur CD]’LB.I'.I. Dﬂ-}"ll:

il ny a pas de plus pevit parmi les petits, ni de plus grand parmi les grands,
mais towjours quelgue chose encone plus petit, et towjours guelgue chose

encore plus grand
Anaxagore

Veir I'Univers dans un grain de sable

Et lr Paradis dans une flewr sauvage.

Saisir linfini aw crewx de la main

et PEternité en une sexle beure.
William Blake

En 1974, s'est produit un événement mathématique inout dont
I'importance n'est percue encore aujourd hui 3 sa juste valeur que par un
petit nombre de mathématiciens. Le brillant et inventif chercheur bri-
tannique John Conway, maintenant 4 Princeton, met le doigt presque
par hasard sur une extraordinaire structure passée inapercue jusqu'alors.
Lélégance de certe construction coupe le souftle a ceux qui tentent de la
comprendre, et qui devinent qu'elle pose les fondements d'une nouvelle
conception de la géométrie, de I'analyse et de la physique.

Certe structure se nomme le corps des nombres surréels, elle doit son
nom a Donald Knuth qui dans un petit roman didactique publié dés
1974 en fit la présentation avant méme que Conway ne termine ['année
suivante I'ouvrage théorique qui lui donne sa consistance mathéma-
tique. C'est cet ouvrage, On Numbers and Games, complété et republié
en 2001 chez I"éditeur A.-K. Peters, que doivent lire ceux qui souhaite-
ront aller plus loin dans I'exploration des nombres surréels.
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Chapitre 3

Le TOUT autorétérentiel est-il possible ?

Lautoréférence intrigue. On sen amuse, ou alors
on l'utilise pour démontrer de remarquables résultats,
comme ceux de Kurt Godel sur l'incomplétude logique.

Résume

Une théorie du TOUT parle nécessairement delle-méme. Une théorie du TOUT est
donc inévitablement confrontée au probléme de lautoréférence : se mentionner.
Or, on entend parfois que lautoréférence mene 4 la contradiction. Une théarie
du TOUT serit donc toujours inconsistante. Autrement dit, les théories du TOUT
seraient mathématiquement impossibles | Heureusement, cette chaine de déduc-
tions est erronée. Il est faux que |'autoréférence conduise 4 l'inconsistance. Certes
lautoréférence engendre des difficultés et interdit certaines simplicités, mais
toutes les autoréférences ne produisent pas des paradoxes, et bien au contraire,
elles sont un moyen pour la logique et les mathématiques datteindre des résultats
profonds et subtils.

Pour vous apprivoiser, ce chapitre souvre par quelgues amusements a base dauto-
références qui démontrent directement quielles ne produisent pas nécessairement
des contradictions. Il aborde alors les théorémes dincomplétude de Godel quon
a pris I'habitude d'utiliser pour faire dire n'importe quoi aux mathématigues. On
y explique qu'ils ne sont pas |a calamité que certains y voient et quen particu-
lier, ils ne sont en rien paradoxaw. lls nous désignent certes des contraintes que

TOUT : les réwes mdr.ﬁém.#iq'm; d une théorie ulitme

toute théorie assez puissante susceptible de parler delle-méme doit satisfaire et
sappliquent donc aux théories du TOUT, mais en cela, ces théorémes éclairent et
guident [ambition de cewx qui révent d'en formuler sans, en rien, les forcer 4 renon-
cer. A l'issue de ce détour au royaume de l'incomplétude, la conclusion sera catégo-
rique : lautoréférence n'est pas nécessairement contradictoire, un peu dattention
permet de la confiner et de |'intégrer dans les théories mathématiques du TOUT.. ce
qui les rendra plus pertinentes, plus profondes et plus puissantes.

Lesprit bumain est incapable de formaliser la tovalité de ses intuitions
mdthémdtiques, car dés gu'il réussit @ en formaliser certaines, cela le
condwit @ wne nowvelle conndissance imtuitive : la consistance de ce guil
vient de formaliser. Cest ce guon peut appeler Uincomplétabilité des
mathématigues.

Kurt Gidel

Eee-il Pﬂm’H; pour un Ftre bumain rationnel de se retrouver dans wune
sitsation telle gu'sl ne pewt pas croire qu'il est consistant, sans aussitét deve-
mir inconsistant ? [...| Clest or gue modélise une des famenses décowvertes
de Kurt Gédel — ce quon nomme le second théoréme dincomplétude — :
towut systéme mathématigue consistant et suffisaniment puissdant pour gu on
puisse y développer arithmérigue élémentaire est soumis & [étonnante
limitation gu'tl ne pournd jdmdis prouver sd propre consistance.
Raymond Smullyan, Forever Undecided page xa

Une phrase autoréférente est une phrase qui se mentionne elle-
méme, ce qui est le cas de celle-ci. Une phrase autoréférente peut étre
contradictoire — exemple « cette phrase est fausse » —, mais ne I'est pas
nécessairement, comme le montre cette deuxiéme phrase, qui est vraie.

Plus troublant : une phrase autoréférente peut étre vraie ainsi que
sa népation. « Cette phrase comporte cing mots » est vraie. Sa négation
« cette phrase ne comporte pas cing mots » I'est aussi. Bien siir, une
phrase autoréférente peut étre fausse ainsi que sa négarion, c'est le cas
de « cette phrase comporte sept mots ».



Chapitre 4

Le TOUT ensembliste et ses extensions

L'univers des ensembles est sujet aux paradoxes.

S'en débarrasser est un jeu subtil produisant de
merveilleuses théories J:Jt ToUuT

Résumeé

Auvjourdhui la théorie des ensembles est la théorie générale dans laquelle se
déploient les mathématiques. Cest, en pratique, la théorie du TOUT mathé matigue.
Elle mest pas sans difficulté et daillewrs, il a fallu la libérer des antinomies qui au
début du xx* siécle ont failli lui &tre fatale, c'est-a-dire conduire 4 son abandon. La
solution adoptée pour lui garder sa cohérence ne satisfait pas tout le monde et
malgré son formidable pouvoir de représentation (qui explique son succés) certains
mathématiciens souhaitent |'élargir, C'est-a-dire élargir ce TOUT.. qui ne le serit
donc pas viziment | La théarie des fyper-ensemblas et les théones avec ensemble
universel sont dewx découvertes de cette recherche pour construire un TOUT
ensembliste toujours plus grand.

La théorie des hyper-ensembles présente l'intérét particulier de produire un
systéme ol lautoréférence est pleinement acceptée pour les ensembles, ce qui
nengendre pourtant aucune contradiction. Cela confirme la conclusion du cha-
pitre précédent que les mathématiques disposent d'outils puissants pour maitriser
lautoréférence et lui conférer un statut clair et sans risque. Le second type dexten
sions qui se fce le but de donner & [emsemble de tous les ensembles une existence
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pleine et kgitime, indigue un nouveau chemin pour parler dun TOUT qui serait
lui-méme élément du TOUT. Ces nouvelles visions du monde ensembliste prouvent
que méme si l'usage courant en mathématiques choisit une théorie contrainte et
limitatrice, ZFC, les restrictions adoptées ne doivent pas étre considérées comme
absolues, et qu'il est absurde dien faire des principes philosophiques généru.
Une pensée mathématique du TOUT libérée des carcans de la théorie uwsuelle des
ensembles est possible |

5i la réalieé et physigue, si la physique est marhématique, et 51 les mathé-
mdtigues sont la théorie des ensembles, alors tout est ensemble. Je suis un
ensemble, mes pensées somt des ensembles, mes émotions sont des ensembles,
Parfois je consacre un pew de temps @ essayer de croive i cette vision, en la
rendant dussi mmédiate ef concréte gue possible. 5i tout et ensemble, alors
seudes les formes pures existent, ce qui est bien. Lunivers physigue dans sa
totalisé pourrdit étre un unigue grand ensemble Ul

Rudy Rucker, 1982,

Linfini convertit le possible en inévitable.
Morman Cousins (1915-1990)

En histoire des sciences, on a souvent du mal 3 comprendre com-
ment les solutions aujourd’hui adoptées ont été si difficiles a trouver et
a mettre au point. Les consensus élaborés par nos illustres prédécesseurs
nous semblent parfois bien faciles, voire évidents. C'est le cas pour la
théorie des ensembles dont on n'imagine plus se passer et dont la nais-
sance fut pourtant un douloureux moment de 'histoire des mathéma-
tiques. Au début du o siécle, on pensa que les paradoxes qu'on y avait
décelés obliperaient a y renoncer. Lorsqu'une solution fur trouvée, celle
qu'on nomme aujourd hui ZFC — axiomatique de Zermelo-Fraenkel
avec axiome du choix —, la communauté mathématique fur rassurée, et
depuis bientdt un siécle, la théorie ZFC sert de support  pratiquement
tout ce qui se fait en mathématiques et elle est universellement percue
comme simple et naturelle.
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Chapitre 5

L'avenir du TOUT

Des énigmes récréatives conduisent a un paradoxe lié a
laxiome du choix et forcent a s'interroger sur les théories
ensemblistes du TOUT

Résumé

Il existe une catégorie de problemes logiques dont les énoncés mentionnent systé-
matiquement des joueurs portant des chapeaux colorés qu'ils ne voient pas et dont
ils doivent deviner la couleur. Mous commencerons par les plus simples dentre eux
que vous devez considérer comme des jeux récréatifs préparatoires avant la pré-
sentation des extraordinaires paradoxes de la prédiction au centre de ce chapitre.
Ces paradoxes étudiés récemment par Christopher Hardin et Alan Taylor n'ont pas
fini de faire parler d'eux et il fawdra du temps pour en tirer toutes les conséquences.
(Ces paradoxes semblent en effet établir que pour celui qui adopte laxiome du
choix — considéré comme naturel par la grande majorité des logiciens et des mathé-
maticiens —, l'univers vu comme un TOUT est prévisible. Et ceci méme sl évolue
tofalement au hasard | Cette proposition sonne aux oreilles du logicien comme un
non-sens absolu, puisque, pour lui, le hasard, est par définition imprévisible. Faut-il
tirer de ces paradoxes que le TOUT que décrivent les théories des ensembles avec
axiome du choix doit &tre abandonné, ou que l'axiome du choix quand il porte
sur le TOUT devient faws, ou encore que pour un esprit assez puissant capable de
penser e TOUT comme un simple objet, méme le hasard est prévisible 7 Mous ne
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répondrons pas, car rien nest tranché aujourdhui. Mous sommes face & une véri-
table difficulté du TOUT mathématique ensembliste.

Cest sur Lancien et grand probléme de lontologie que nait et se développe
la controverse @ propos de {axiome du choix.
Waclaw Sierpinski (1882-1969)

Cest une ironie de UHistoire que de nombrews marhématiciens, gui plus
tard se sont apposés & som wsdge, ont wrilisé laxiome du choix dans lewrs
propres travas de recherche sans en dvoir conscience.

Gregory Moore

Nl arrive un point, je le crains, o vous commencez & suspecter que 51l y

d réellement une vérité, cest gue toute linfinité multidimensionnelle de

IUnivers est presque certainement conduite par une bande de cinglés.
Douglas Adams (« Le guide du routard galactique »)

Un chapeau est parfois suffisamment petit pour que celui qui le
porte ne puisse en voir la couleur. Dans une assemblée ot un tel cha-
peau a été posé sur chaque téte, un jeu consiste a déduire la couleur de
son propre chapeau en fonction des chapeaux vus et de quelques régles
fixées par un arbitre.

Plusieurs énigmes de ce type circulent depuis longtemps chez les
amateurs de jeux mathématiques. Cédant aux charmes de ces amuse-
ments logiques une sorte de folie des chapeaux s’est emparée récemment
des mathématiciens qui ont inventé et émudié un ensemble varié de
casse-téte avec chapeaux et arbitre, y trouvant la une matiére étonnam-
ment riche et subtile dont on a récemment déduit un terrible paradoxe
ayant une portée philosophique étonnante et inquiétante.

Des théorémes ont été démontrés dont certains sont assez ardus,
et des liens ont été trouvés avec des domaines spécialisés inattendus
comme la théorie des codes correcteurs d’erreur ou I'axiomatique de
la théorie des ensembles. Les nombreuses énigmes récréatives ainsi
découvertes sont autant de défis pour le sens logique... et parfois
méme pour la raison de ceux qui s’y attaquent. Voici une série de
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Chapitre 6

Le TOUT des mondes quantiques

Linterprétation des mondes multiples de la mécanique
quantique offre un troublant terrain de jeu
au raisonnement mathématique et logique

Résumé

Aprés les TOUT abstraits des mathématiques et de la logique, les TOUT 4 caractére
physique vont retenir notre attention avant qu'on comprenne dans le dernier cha-
pitre qu'ils ne sont peut-&tre quune seule et méme chosa La mécanique quantique
a ouvert |a porte 4 une extension colossale de notre conception du TOUT physique.
Linterprétation des mondes multiples dEveratt nous invite en effet a imaginer que
notre univers (apparent) se duplique sans cesse donnant naissance 4 des copies de
lui-méme par milliards de milliards, ce TOUT constituant le multivers. Cette idée
conduit & réviser ce que nous envisagions &tre le TOUT physique : si Everett a raison,
il est bien plus grand gue ce que les conceptions cosmologigues les plus récentes —
pourtant peu avares pour penser |'espace et le temps — proposaient. Motre objectif
sera de samuser avec |'idée des mondes multiples d'Everett, et d'examiner jusquiau
déraisonnable les conséquences que la logique tire de l'idée des bifurcations quand
on les prend — un instant — au sériews

Si cette vision du TOUT vous parait invraisemblable, vous serez libres d'interpré-
ter les @isonnements proposés comme des réfutations de la théorie d'Everett, ce

TOUT - les réwes md:.ﬁrfmﬂigm; d ume théorie ulttme

Qui 5era un pas important dans la construction de votre propre théorie du TOUT.
Cependant, quelle que soit la conclusion que vous adopterez, préparez-vous 4 des
arguments inusuels od, par exemple, 'idée d'un suicide collectif est envisagée cal-
mement comme une méthode parmi d'autres pour résowdre un probléme combina-
toire de cheminement dans un graphe |

L'Univers nest quun vaste océan, sur la surface duguel nows apercevons

gueligues iles plus ou moins grandes, done la ligison avec le continent nous
et cachée.

Jean le Rond d’Alembert

(Discours prélim'main: a |1E.m:].rclupé|:|i-|:, 1751)

Lunivers et lr cadean gratuit ulttme.
Alan Guth

8 guelguun nest pas chogué par la mécanigue quantique, cest guil ne
la comprend pas.
Nids Bohr

Lorsqu'il touche des sujets trop graves le raisonnement pur est mal
vu, voire intolérable. Aux yeux de certains, on n'a pas le droit de jouer
avec n importe quelle idée. Nous avertissons donc les lecteurs de ce cha-
pitre que nous allons traiter en logicien froid et déchamé de thémes qui
peuvent choquer, comme celui du suicide collectif ou de I'immortalité,
et que nous ne nous interdirons aucune considération, méme la plus
démente. Il s'agit d'examiner les conséquences d'une idée de science-
fiction introduite sérieusement en physique par Hugh Everett, et nous
ferons ce travail logigue comme nous le ferions pour un jeu abstrait,
méme si — et nous en sommes conscients — le détachement scientifique

sera parfois difficile. Une des idées sera d'exploiter le TOUT de I'uni-

VErs, pour le mettre au service de nos petits intéréts.
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Chapitre 7

Et si TOUT était mathématique ?

Notre monde physique est-il un objet mathématique ?
Doit-on identifier le TOUT mathématique et le TOUT

physique ?

Résumé

Les mathématiques sont d'une étonnante efficacité pour comprendre et représen-
ter le monde physique. Nest-ce pas simplement parce que le TOUT du monde phy-
sique est purement mathématique 7

Clest l'idée que propose le cosmologue Max Tegmark. Il envisage awssi I'hypothése
plus inattendue que toute possbilité mathématique est vraie, C'est-a-dire que toute
structure mathématique est celle d'un monde physique réel, paraliéle au natre.

Le TOUT physique pour Tegmark serait alors simplement le TOUT des structures
mathématiques, et donc celui de la théorie des ensembles, si on accepte quielle
décrive le TOUT mathématique.

L'idée du cosmologue prise au sériew, nest peut-atre pas si folle, et en tout cas, il
argumente d'une maniére intéressante, précise et finalement assez troublante. Cet
ultime parallélisme platonicien butte cependant sur quelgues obstacles, qui créent
une incertitude et finalement nous laissent dans un énigmatique TOUT que nous
avons l'impression dapprocher, de toucher du bout du doigt, mais qui séchappe
dés que nous voulons le saisir.

TOUT : les réves mathématiques d'une théorie ultime

Lunivers, pour qui saurait [embrasser dun sewl point de vue, ne senait, sil
et Prmu de le dire, g hn_f&ir unIgue of une _-gﬂhdrf DETTEE,
Jean le Rond d'Alembert (1717-1783)

[ crois gue towte science est cosmologigue.

Karl Popper (1902-1994)

Darénavant, tout traité de physique et avant tout marhématigue.
Paul Dirac (1902-1984)

Pour Pythagore et ses disciples, le secret du monde tenait en
quelques mots : « toute chose est nombre » ce qui signifiait pour eux
que le monde s'explique et se comprend par ["'usape des nombres entiers.
Aujourd’hui la science apparait tentée de reprendre I'idée pythagori-
cienne en |'étendant sous la forme « tout est mathématique », ce que
Galilée disait aussi 4 sa fagon en affirmant que « le livre de la nature est
écrit en langage mathémarique ». Cependant, le sens et la portée de ces
liens affirmés entre la science et les mathématiques restent une énigme
persistante. Elle est devenue de plus en plus pressante avec les progres
des mathémariques dont les objets — price a la théorie des ensembles en
particulier —, sont maintenant capables de modéliser facilement toute
structure et méme tout ce qui se congoit.

Le cas de la physique est particuliérement frappant puisque, plus
que les autres sciences, elle s'appuie sur les mathématiques au point
parfois que la physique théorique devient un jeu totalement abstrait.
Se pose alors la question de savoir si les entités et les familles d’entités
que les mathématiques décrivent et dont elles nous donnent la com-
préhension sont vraiment différentes de celles dont la physique affirme
I'existence. Certe énigme est centrale pour quiconque s'interroge sur
ce que le physicien hongrois Eugéne Wigner (1902-1995, Prix Nobel
1963) a appelé la « déraisonnable efficacité des mathématiques dans les
sciences de la nature ».

Une premiére réponse possible 4 la question de Wigner est :

(a) les mathématiques sont efficaces parce que le monde physique est
un objet mathématique.
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