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et Jean-Paul Delahaye

Mathématiques expérimentales

Certains mathématiciens défendent I'idée que les mathématiques
sont une science expérimentale : I'ordinateur, dont la puissance de calcul
suggere des conjectures, est pour eux un instrument idéal.

a statue du portail royal de la Cathédrale
de Chartres ou Euclide tient des instru-
ments en main est représentative de la
vision des artistes et artisans au Moyen
Age :le mathématicien élabore son savoir
en utilisant des outils, c'est-a-dire
en tenant compte du monde réel. Pour-
tant la majorité des philosophes soutiennent que les
mathématiques sont une science a part ou la démonstra-
tion dispense de I'examen des faits. Les mathématiciens eux-
mémes se satisfont de cette conception singuliere qui leur
permet de chercher seuls le plus souvent — c'est en mathé-
matiques que le nombre moyen de signatures par article
est le plus bas — sans instruments codteux, lesquels ame-
nent le travail en équipe et exigent d'incessants combats
aupres des autorités de financements de la recherche.

Noter ce que l'on voit

Prenant le contre-pied de I'idée que les mathématiciens n'ont
pas a se confronter aux faits, plusieurs philosophes et mathé-
maticiens ont insisté sur les aspects expérimentaux et induc-
tifs de I'activité mathématique et sur certaines similitudes
entre le travail du physicien et celui du mathématicien.

Carl Friedrich Gauss expliquait qu'il atteignait la vérité
mathématique par I'expérimentation systématique et c'est
d'ailleurs de cette fagon qu'il découvrit que le nombre de
nombres premiers inférieurs a n est approximativement
nllog(n), affirmation qui ne fut prouvée qu'un siecle plus tard.
Le logicien Kurt Gédel, cohérent avec ses positions réalis-
tes — il croyait que les objets mathématiques ont une exis-
tence réelle, indépendante de nous —, remarquait que « si
les mathématiques décrivent un monde objectif, comme le
fait la physique, il n'y a aucune raison pour que la méthode
inductive ne puisse étre appliquée en mathématiques comme
elle I'est en physique ». Gédel pense qu’une induction ana-
logue a celle des sciences empiriques améne la décou-
verte de nouveaux axiomes et le choix entre systémes
d'axiomes concurrents, opérations qui, bien sir, ne peu-
vent résulter des raisonnements déductifs puisque ces axio-
mes sont & la base des déductions.
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1. Un cercle inattendu et inexpliqué : la ronde des fourmis.
Considérons I'algorithme suivant pour disposer des fourmis sur un
plandivisé en cases carrées, chacune munie d'une fleche pivotante indi-
quant le Nord, I'Est, I'Ouest, ou le Sud. Au départ, toutes les fleches
sont tournées vers I'Ouest. Des fourmis sont déposées les unes aprés
les autres en un méme point — le centre, case jaune — et se déplacent
sur le damier infini de la maniére suivante. Si la fourmi arrive sur une

Neuviéme fourmi Dixiéme fourmi Onxiéme fourmi

case inoccupée, elle s'y installe et y reste définitivement. Lors de sa
recherche d'une position stable, a chaque fois qu'elle arrive surune case
occupée, la fourmi fait tourner la fleche de cette case d'un quart de
tour dans le sens des aiguilles d'une montre et se déplace vers la case
maintenant pointée par la fleche. La forme circulaire [ci dessous] de la
zone occupée par trois millions de fourmis est une grande surprise. La
zone extérieure bleutée correspond aux cases non occupées.

Dans I'esprit de certains chercheurs, l'idée de faits et d'ex-
périmentations mathématiques va au-dela de I'extrapola-
tion immédiate, surtout depuis que I'ordinateur s'est ajouté
ala feuille, au crayon et aux instruments de tracé géomeétri-
que, longtemps les seuls outils des mathématiciens. Créé en
1992, le journal électronique gratuit Experimental Mathema-
tics (www.expmath.org) traite de cette partie des mathémati-
ques ou l'ordinateur donne accés a une multitude d'informations
qu'un mathématicien ne peut élaborer et maitriser seul.
Des livres récents sont aussi consacrés a cette fagon nou-
velle de pratiquer la recherche mathématique avec un
ordinateur comme outil (voir la bibliographie a la fin de
l'article). Toute cette activité illustre les remarques étonnan-
tes que le mathématicien Godfrey Hardy formula en 1928
a une époque ou l'ordinateur n'était pas encore entré dans
le jeu. Hardy expliquait :

« J'ai toujours considéré qu'un mathématicien était en
premier lieu un observateur, un homme qui, situé assez loin
de paysages montagneux, décrit ce qu'il y voit. [...] L'analogie
est un peu brutale, mais je suis certain qu'elle n'est pas trom-
peuse. Enla poussant a son extréme, nous arrivons a la conclu-
sion plut6t paradoxale que nous pouvons, en derniére
analyse, nous contenter de noter ce que nous observons ;
que les démonstrations sont ce que, Littlewood et moi, appe-
lons du vent, des effets rhétoriques destinés a frapper les esprits,
desimages sur un tableau lors d'une conférence, des trucs pour
stimuler l'imagination des étudiants. La vérité n'est pas exac-
tement ainsi, mais ne s'en écarte pas beaucoup. L'image donne
une idée de ce que sont, a la fois, la pédagogie mathématique
etla découverte mathématique. Il n'y a que les personnes étran-
geéres aux sciences et mal informées qui imaginent que les
mathématiciens font des découvertes en tournant la mani-
velle d'une machine miraculeuse. »

Jon Borwein, David Bailey et Roland Girgensohn défen-
dentl'idée que la plus grande certitude mathématique n'est pas
nécessairement atteinte par les démonstrations habituelles :

« Bien des résultats de calculs informatiques sont aussi
fiables, voire plus, que certaines parties des mathématiques
humaines. Par exemple, il est vraisemblable que seules 50
ou 100 personnes vivantes peuvent, en s'en donnant le temps,
assimiler la totalité de la démonstration extraordinairement
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2. Coincidences trompeuses. Le fait qu'une coincidence se
produise n'implique pas systématiquement une loi et méme les défen-
seurs les plus acharnés des mathématiques expérimentales n'ont
jamais envisagé de se passer des démonstrations. lls s'amusent méme
arepérer des piéges que nous tend le monde mathématique. (a] Deux
nombres réels peuvent avoir leurs 41 premiéres décimales en com-
mun et pourtant étre différents. (b] Une régularité, méme vérifiée 7 fois
de suite, peut brusquement cesser de I'étre !

complexe qu’Andrew Wiles a formulée du Grand Théoréme
de Fermat. S'il y a, ne serait-ce qu'une chance sur cent,
pour que chacune ait laissé passer la méme erreur subtile — et
on imagine que cela est possible a cause des nombreux
résultats antérieurs sur lesquels la preuve s'appuie —, alors
bien des résultats de calculs informatiques sont mieux garan-
tis que la démonstration du Grand Théoreéme de Fermat. »

Les mathématiques, pour ces tenants de l'ordinateur, n'ont
pas pour but de découvrir des preuves formelles, mais des
connaissances sdres ; pour eux la machine est susceptible de
nous y aider de multiples facons et son importance aug-
mente & mesure que matériels et logiciels se perfectionnent.

L'ordinateur pour
apprendre et s'entrainer

Tout d'abord I'ordinateur enrichit 'intuition en créant une fami-
liarité avec des objets et situations irréalisables matérielle-
ment. C'est la fonction didactique de I'expérimentation
qu’éléves, étudiants et chercheurs mettront a profit.
Manipuler des billes aide a se construire une image pré-
cise du monde des nombres entiers ; réaliser des découpa-
ges en carton donne une compréhension affinée de ce que
sont les longueurs, les aires, les polyédres, etc. De méme,
les simulations massives de tirages au hasard qu'on peut effec-
tuer avec un ordinateur sont un bon moyen de développer
son sens des probabilités. A I'Université de Lille, un cours de
mathématiques expérimentales propose ainsi aux étudiants
de tester différentes martingales au jeu de la roulette. Le

Principe du Jeu hardi affirme : « La méthode la plus efficace
de jeu pour passer de A euros a B euros en jouant sur pair
ou impair a la roulette s'obtient en misant toujours — par
exemple sur pair— la somme maximum possible, sans dépas-
ser toutefois le but visé. » Par exemple, pour passer de 100 euros
a 1 000 euros : misez 100 si vous avez 100, misez 300 si
vous avez 300, misez 400 si vous avez 600, etc., puis recom-
mencez selon le méme principe si nécessaire. Sila démons-
tration de ce principe, par Dubbins et Savage en 1956, est tres
difficile, il est facile de le mettre a I'épreuve : il suffit d'essayer
toutes sortes de stratégies de jeu non conformes au Principe
du Jeu hardi et de mesurer leur efficacité par simulation
répétée, en comparant au résultat donné par le Jeu hardi. La
loi difficile devient petit a petit naturelle pour celui qui réalise
ces simulations, car au cours des tentatives, il comprend la
raison profonde de la loi : puisque les tirages élémentaires
sont défavorables au joueur, 'intérét de celui-ci est de miser
le moins d’argent possible et d'aller droit au but.

Cette idée d’expérimentation n'est pas nouvelle et adapte
au présent la proposition de créer des Laboratoires de Mathé-
matiques, idée défendue par Emile Borel en 1904, soutenue
depuis par Jean Dieudonné a propos de I'enseignement de
la géométrie et reprise par les enseignants travaillant a la
rénovation de I'enseignement des mathématiques en
France au sein d'une commission coordonnée par J.-P. Kahane.

Un second type d'expérimentations mathématiques est
celui ou I'on demande a I'ordinateur de produire un grand
nombre de faits mathématiques qu'on analyse jusqu'a y décou-
vrir des régularités, qu'il sera peut-étre possible de démon-
trer. C'est ainsi qu'un ami mathématicien a redécouvert, il y
a quelques années, par I'expérimentation informatique, la
stratégie assurant de gagner au Jeu de Marienbad et le
théoréme général concernant les généralisations de ce jeu.
Ce jeu est pratiqué par les personnages du film d'Alain Res-
nais, L'année derniere a Marienbad, tourné en 1961 (voir la
figure 3). A l'aide de programmes, mon ami a fait analyser a
I'ordinateur les configurations conduisant inévitablement a
la perte. Avec ces faits mathématiques, il a repéré que les
configurations perdantes possédaient une forme commune,
ce qui lui a permis de démontrer un résultat général s'appli-
quant au Jeu de Marienbad...

Le repérage informatique de régularités dans des faits
mathématiques énumérés par la machine admet un cas
particulier qui a pris de l'importance ces dernieres années :
la recherche de nouvelles formules par examen des chiffres
décimaux. La technique consiste a calculer avec une préci-
sion de plusieurs dizaines de chiffres diverses formules et a
comparer les résultats obtenus. Lorsque les résultats de deux
formules coincident, on essaie de démontrer |'égalité repé-
rée. En pratique pour mener tres rapidement de nombreu-
ses comparaisons, des algorithmes spéciaux ont été élaborés,
mais le principe reste celui d'une recherche de coincidence
par le calcul d'un grand nombre de décimales. La plus fameuse
découverte obtenue par cette méthode a été celle, que
firent Simon Plouffe, Jon Borwein et David Bailey en 1995,
de la formule suivante :

S 1 (4 2 1 1
m=2—% )
k-0 16" “8k+1 8k+4 8k+5 8k+6
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Cette nouvelle formule pour le nombre & permet d'en
calculer les chiffres binaires indépendamment, par exem-
ple calculer le milliardieme chiffre binaire de n sans calcu-
ler les précédents (ce qui est, vous I'avouerez, extraordinaire).
Notons bien que la nouvelle formule, apres son identifica-
tion, a été prouvée rigoureusement par une démonstration
traditionnelle. Faire travailler I'ordinateur et généraliser sans
prendre la peine de démontrer pourraient se révéler catas-
trophiques. Pour convaincre des dangers des généralisa-
tions ne s'appuyant pas sur des preuves rigoureuses, les
défenseurs des mathématiques expérimentales recherchent
des situations piéges et ils en ont trouvé, certaines tout a
fait remarquables.

La figure 2 propose deux exemples de pieges tendus
par le monde mathématique aux généralisateurs impétueux.
Dans le premier, une intégrale posséde une valeur numé-
rique dont les 41 premiéres décimales coincident avec les
décimales de n/8, et qui pourtant ne vaut pas n/8. Dans le
second exemple, une série de formules est valable pour
tous les nombres impairs jusqu'a 13, et cesse de maniére
inopinée de I'étre pour 15. Notons que ces exemples met-
tant en garde contre une conception trop naive de l'expé-
rimentation informatique ont été découverts... en utilisant
des ordinateurs !

L'ordinateur est donc susceptible de produire de gran-
des quantités de faits. Cependant, alors que la stratégie
gagnante du Jeu de Marienbad a été identifiée par le
mathématicien seul examinant les faits bruts produits par
l'ordinateur, il peut aussi lui demander d'aider a rechercher
une loi, par exemple en engendrant des courbes a partir
des données ou en calculant des moyennes ou des fréquen-
ces, etc. Les régularités repérées automatiquement devien-
dront soit des théorémes si I'on réussit a les démontrer, ou
resteront des conjectures si I'on n'y parvient pas.
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3. Dans le Jeu de Marienbad, chaque adversaire prend tour
a tour le nombre qu’il veut d’allumettes, mais dans une rangée
seulement. Celui qui prend la derniére allumette a gagné. ll est des
configurations perdantes qu'il faut éviter (par exemple celle ot il y
a deux allumettes, chacune dans une rangée) et ou il faut placer
I'adversaire : ce sont celles ol, quand on a transcrit en base 2, les
nombres d'allumettes de chaque rangée, il y a, au total, un nombre
pair de 1 utilisés pour les chiffres des unités, un nombre pair de 1
utilisés pour les chiffres des « deusaines », etc. Ces configura-
tions sont dites « paires ». Par exemple 1,2, 3,4, 5,6, 7 en base 2
s'écrit 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111 ; il s'agit d'une configuration
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C'est ainsi qu'en calculant avec I'aide de programmes les
décimales des nombres , e, +/2 et de bien d'autres, et en exa-
minant — toujours avec l'ordinateur — leur répartition, on a été
amené a formuler la conjecture (en attente de démonstration)
que ces nombres sont normaux : chaque décimale se pré-
sente avec la fréquence 1/10, chaque série de 2 chiffres (par
exemple 37) avec la fréquence 1/100, etc.

Dans le méme ordre d'idée, en observant sur un diagramme
en échelle logarithmique qu'il y a trés réguliérement 6 expo-
sants de nombre de Mersenne (ce sont les nombres pre-
miers de la forme 27~ 1) entre 107 et 10™" pour n=1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, on est conduit a énoncer la double conjecture : (a) il
y a une infinité de nombres premiers de Mersenne et (b) que
le n-iéme a un exposant dont l'ordre de grandeur est 107,
Aucune de ces deux conjectures n'a été démontrée aujourd'hui.

L'énigme du Rotor router

Un autre exemple de I'utilisation de I'ordinateur pour faire
apparaitre des conjectures est tout récent et profondément sur-
prenant. Il s'agit de la conjecture du Rotor router formulée par
Jim Propp et découverte en demandant a un ordinateur d'exé-
cuter un algorithme de remplissage des cases du plan suivi de
I'affichage graphique du résultat. Les cases carrées d'un damier
infini sont noircies selon une regle déterministe simple (voir la
figure 1). Dans toutes les situations analogues (par exemple
rencontrées au cours de I'étude des réseaux cellulaires d'au-
tomates finis), les regles produisent des configurations aniso-
tropes (comme l'est le support) ou I'horizontale, la verticale,
les obliques a 45 degrés jouent des roles privilégiés. Dans le
cas du Rotor router un cercle aussi parfait que possible se
dessine comme par magie. Cet exemple tout récent suscite
beaucoup de curiosité et bien qu'une thése de mathématiques
de I'Université de Berkeley en Californie ait déja été soutenue

paire, caril y a4 « 1 » comme dernier chiffre, 4 « 1 » comme
avant-dernier chiffre, 4 « 1 » comme chiffres en troisiéme position :
la configuration est donc perdante pour le premier a jouer. Le raison-
nement prouvant que, lorsque votre adversaire est dans une confi-
guration paire, vous étes certain de pouvoir le faire perdre consiste
a établir deux points. (a] A partir d'une configuration paire, vous en
créez toujours une qui ne I'est pas. (b] Lorsque I'on doit jouer 3
partir d'une configuration qui n'est pas paire, on peut toujours s'ar-
ranger pour mettre I'adversaire dans une configuration paire. La
stratégie gagnante consiste alors a toujours mettre son adver-
saire devant des configurations paires.




a son sujet, la rondeur miraculeuse détectée par l'ordinateur
reste obstinément mystérieuse.

Karl Popper a défendu l'idée qu'une théorie a d'autant
plus de contenu qu'il est facile de la mettre a I'épreuve et de
démontrer qu’elle est fausse (théorie falsifiable). Pour falsifier
des conjectures, rien de tel qu'un ordinateur et ici I'expérimen-
tation mathématique ressemble d'assez pres a |'expérimenta-
tion physique : on met la loi présumée a I'épreuve en essayant
de la falsifier un trés grand nombre de fois.

L'ordinateur falsificateur

L'énoncé du Grand Théoréme de Fermatindique, par exem-
ple, qu'il n'existe pas de quadruplets a, b, ¢, navec a, b, ¢
non nuls et nsupérieura 2, tels que : a"+ b= ¢".Un tel énoncé
serait falsifié par n'importe quel quadruplet a, b, ¢, n satisfai-
sant les conditions citées. Le Grand Théoréme de Fermat
était donc infiniment falsifiable avant qu'il ne soit démontré
par Andrew Wiles, il y a une dizaine d'années. Aujourd'hui
encore certains mathématiciens recherchent des falsifica-
teurs de ce théoreme célebre. Ces tentatives ne sont pas
absurdes : I'échec de ces essais confirme indirectement
que la démonstration de Wiles est juste.

Diverses généralisations du théoréme de Fermat ont
été envisagées dont celle-ci, proposée par Leonhard
Euler : une somme de moins de n puissances n-iemes de
nombres non nuls n'est jamais une puissance n-ieme. Cette
généralisation est fausse pour n=5: en 1966, L. Lander et
T. Parkin ont trouvé (en utilisant un ordinateur), que
275+ 845+ 110%+ 133% = 1445, Pour n = 4, la généralisation
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d'Euler du théoreme de Fermat est aussi fausse et, en
1988, N. Elkies a démontré qu'il y avait une infinité de solu-
tions (non multiples les unes des autres) dont la plus petite,
trouvée par ordinateur par R. Fries de la Thinking Machine
Corporation, est : 95800* + 217519* + 414560 = 4224814,
Pour n = 6 et au-dela, la conjecture reste aujourd'hui non
résolue. Si l'ordinateur n'a servi & rien dans la démonstra-
tion du Grand Théoréme de Fermat, sa capacité a falsifier
d'autres conjectures proches est cruciale ; sans lui, des mathé-
maticiens chercheraient encore une démonstration de la
généralisation d’Euler.

Le plus souvent les conjectures résistent et le travail de
ceux qui tentent de les falsifier apparait absurde : sila conjec-
ture est vraie, ils ne trouveront jamais rien, quel que soit le
soin ou le génie qu'ils auront mis dans leurs programmes.

On peut penser qu'il en est ainsi pour la conjecture de
Syracuse dont la vérification progresse grace a des program-
mes de plus en plus complexes et subtils. Cette conjecture
affirme que la fonction f(n) = n/2 si n est pair, f(n) = 3n+1 si
nestimpair conduit toujours & 1 quand on I'applique de maniére
répétée a un entier n. Ainsi, pour n égal & 10,10 est pair, on
prend la moitié, 5, 5 est impair, on prend le triple et on ajoute
1, on trouve 16, 16 est pair, on prend la moitié, 8 qui est pair,
on prend la moitié, 4, 4 est pair, on prend la moitié, 2 qui est
pair et qui divisé par 2, donne 1. Cette conjecture a été véri-
fiée pour tous les entiers inférieurs a 3,5 10'7.

Récemment a propos de la plus ancienne conjecture
mathématique, un progrés a été fait qui mérite d'étre men-
tionné, car il constitue un bon exemple de ce que sont les
interactions entre mathématiciens et ordinateurs.
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4.La suite G de I'« électrocardiogramme >. Découverte
en 2001 par Jonathan Ayres, la suite de I'électrocardiogramme (ou
EKG sequence) a été étudiée par J.-C. Lagarias, E.M. Rains et N. Sloane
qui bien sdr I'a ajoutée a son célébre dictionnaire de suites numéri-
ques (elle porte le numéro A064413). Elle est définie par a(1)=1,
a(2)=2, et pour n au-dela par : a(n) = {le plus petit entier non déja
présent dans la suite et ayant au moins un facteur commun avec
a(n-1)}.Sondébutest :1,2,4,6,3,9,12,8,10,5, 15,18, 14,7, 21,
24, etc. La suite semble trés erratique et le premier usage de I'ordi-
nateur est de dessiner son graphe pour voir a quoi elle ressemble.
On comprend alors d'ou elle tire son nom ! L'étude détaillée de cette
suite s'avere difficile, car sa définition combine des aspects addi-
tifs et multiplicatifs des nombres entiers, combinaison délicate a
maitriser. L'interaction entre le mathématicien et I'ordinateur dans
I'étude de cette suite est exemplaire du travail expérimental en mathé-
matiques : elle alterne observations, calculs, conjectures, démons-
trations (pas toujours dans cet ordre) et produit en définitive une
série de connaissances nouvelles sur la suite. On suit cette interac-

tion dans I'article du journal Experimental Mathematics (www. exp-
math.org. vol. 11, n° 3, 2002). Un premier calcul et I'observation des
graphiques produits par l'ordinateur suggérent des propriétés :
a(n) prend toutes les valeurs entiéres une fois et une seule fois.
Les mathématiciens démontrent rigoureusement ces propriétés.
Ensuite une définition équivalente conduisant a un programme
plus efficace de calcul est élaborée et permet d'obtenir un bien plus
grand nombre de points de la suite, dont 10 millions de termes sont
calculés par I'ordinateur. Ces nouveaux calculs permettent alors de
formuler et de tester une série de conjectures : (1) A chaque fois
qu'un nombre premier p apparait dans la suite, son prédécesseur est
2p et son successeur est 3p ces points donnent les pics de la courbe).
(2) a(n), sauf aux points exceptionnels de la forme p ou 3p (p pre-
mier), vaut approximativement n + n/3log(n). Ces conjectures,
sans doute hors de portée, et les données fournies par 'ordinateur
suggerent des encadrements : pour tout n >1: n/260 <a(n) < 14n.
Cet encadrement est démontré en utilisant, pour certaines parties
de la démonstration, des résultats obtenus par I'ordinateur.
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La conjecture la plus ancienne affirme qu'il n'existe aucun
nombre parfaitimpair. Les nombres parfaits sont les nombres
qui comme 6 ou 28 sont égaux a la somme de leurs divi-
seurs stricts :6=1+2+3;28=1+2+4+7+14.0n
connait aujourd'hui 42 nombres parfaits pairs (ce sont les
nombres de la forme 27-1(2"- 1), 27— 1 étant un nombre de
Mersenne premier), mais aucun nombre parfait impair. La
recherche infructueuse de nombres parfaits impairs a sug-
géré aux mathématiciens qu'il n'en existe pas (c'est la conjec-
ture). Depuis plus de deux millénaires que la question est
posée les progrés consistent principalement en résultats du
type : s'il existe un nombre parfait impair, il possede au
moins K diviseurs, ou au moins P chiffres. Le dernier résul-
tat record de ce type est dii a Kevin Hare, qui dans un arti-
cle paru en 2003 établit que s'il existe des nombres parfaits
impairs, ils possedent au moins 47 facteurs dans leur décom-
position en facteurs premiers. Associé a d'autres résultats, on
en déduit que si un nombre parfait est impair il possede au
moins 35 chiffres. Tout cela a été établi en utilisant des ordi-
nateurs, mais pas d'une maniere naive en faisant défiler les
nombres impairs et en s'assurant qu'aucun n'est égal a la
somme de ses diviseurs propres (une telle méthode, dite
exhaustive, ne pourrait méme pas faire défiler tous les nom-
bres de moins de 20 chiffres).

Subtiles coopérations

La méthode utilisée par K. Hare associe des raisonnements
arithmétiques, conduisant a des lemmes, qui permettent de
découper le probleme en 2 539 cas qu'on traite alors soigneu-
sement (parfois en utilisant un ordinateur auquel on confie le
travail de factorisation d'un entier). Le tout améne la conclu-
sion par un raisonnement par l'absurde, lequel serait d'une taille
colossale si on en écrivait toutes les étapes. Méme lorsqu'il
s'agit de tester des conjectures, le mathématicien expérimen-
tateur doit faire preuve d'intelligence, et c'est en entremélant
raisonnements habituels et calculs confiés a la machine qu'il
avance (voir la figure 4 ou |'étude de la suite de I'électrocar-
diogramme illustre I'association complexe du calcul confié a
l'ordinateur et du raisonnement classique).

Notons encore que, dans I'exemple précédent, les calculs
pour obtenir les factorisations nécessaires aux raisonne-
ments s'appuient sur des algorithmes résultant de longues
mises au point et fondés eux-mémes sur des théoremes par-
fois difficiles ayant demandé des calculs informatiques pour
leur mise au point.

Dans les mathématiques expérimentales, I'ordinateur peut
n’étre qu'un simple exécuteur de corvées, dont les résultats
aident, de l'intérieur, a l'élaboration d'une preuve. Deux cas sont
célebres : la démonstration du théoréme des quatre couleurs
en 1976 (toute carte peut étre coloriée avec quatre couleurs
sans que deux pays voisins portent la méme couleur) et de la
conjecture de Kepler démontrée en 1998 (I'empilement le
plus serré que l'on puisse obtenir de sphéres dans I'espace
est celui utilisé pour faire les piles de boulets de canon ou les
tas d'oranges). La validité de la démonstration de la conjec-
ture de Kepler est toujours discutée tant est complexe le schéma
général de la preuve entremélant calculs réalisés par ordina-
teur et raisonnements classiques.

POUR LA SCIENCE - Logique & calcul

Un bon assistant comme l'ordinateur ne sert pas seule-
ment & exécuter docilement des corvées simples qu'on pour-
rait faire soi-méme a la main si on était preés a y consacrer des
années ou des siecles, il sera d'autant plus précieux qu'on
pourra lui demander des taches subtiles. Grace aux logiciels
de calcul formel et de démonstration automatique, il n'est pas
rare aujourd'hui qu'une partie délicate de démonstration ou
un morceau difficile de calcul soient confiés a l'ordinateur.

On voit donc fréquemment des recherches ou l'ordinateur
intervient en fournissant son aide au moment de la décou-
verte des nouveaux énonces, étape suivie par une aide a la
mise au point des démonstrations et éventuellement a leur
contrble (sans parler de l'aide qu'apporte I'ordinateur pour
éditer les textes mathématiques, les imprimer et les faire cir-
culer entre chercheurs). Cet usage multiple ou il est parfois
impossible de savoir qui fait précisément quoi est maintenant
courant et la revue en ligne Experimental Mathematics contient
de nombreux articles décrivant de telles collaborations.

L'ordinateur pour se rassurer

Un usage nouveau de l'ordinateur semble en vue, a cause
justement de la complexité des preuves que l'interaction entre
ordinateurs et mathématiciens engendre. La démonstration
que Thomas Hales a mise au point de la conjecture de Kepler
et dont certaines parties font intervenir des calculs informati-
ques a été publiée avec une mise en garde du comité d'ex-
perts chargé d'en fournir la garantie : elle indique qu'il ne pouvait
affirmer qu'aucune erreur n'était restée. Pour lever cette incer-
titude, Thomas Hales a entrepris de produire une version for-
malisée de sa démonstration, version dont chaque pas est
explicité et contrélé mécaniquement. Bien sdr le travail de
mise au point de la version formalisée se fait en s'aidant d'or-
dinateurs, et une fois que ce travail sera effectué, ce sera encore
un ordinateur qui sera chargé du contrdle final de la justesse
de chaque pas de la preuve formalisée.

Alors que de nombreuses preuves classiques, dont tout
récemment celle du théoreme des quatre couleurs, ont déja
été validées par la méthode de la vérification formelle, pour le
théoréme de Hales sur la conjecture de Kepler, ce travail deman-
dera sans doute plusieurs années. Cet usage des ordinateurs
pour valider des démonstrations est une forme nouvelle d'ex-
périmentation mathématique ; elle s'ajoute a d’autres qui enva-
hissent la science de I'abstraction et dont Gauss, précurseur
du mouvement, aurait, sans doute, été grand amateur.
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