N REGARDS e

LILOGIQUE & CALCUL

Les pavages pentagonaux:

une classification qui s’améliore

L’énumération des paveés convexes pentagonaux a plusieurs fois été proposée.
A chaque fois, elle s’est révélée incompléte. Heureusement, les amateurs s’'en mélent.

Jean-Paul DELAHAYE

es énumérations de figures

quin’enfinissentpas;lestra-

vaux d'une mére au foyer qui

perturbentles certitudes des
mathématiciens professionnels; un cher-
cheur japonais qui progresse dans I'étude
del'énigme fondamentale des pentagones,
mais ne parvient pas alarésoudre; un pas-
sionné de casse-téte qui écritun programme
etaméliore les résultats dans un domaine
ou, pourtant, de nombreux chercheurs ont
tentétoutleurpossible;;uneinfinité de figures
optimaleslaotonn’enattendaitquune seule.
Voila ce que réserve I'histoire et l'actualité
de la géométrie des pavages pentagonaux.

Trois, quatre ou cinq cotés

Les pavages du plan par des triangles équi-
latéraux, des carrés ou des hexagones régu-
liers sont familiers. Le fait que n'importe
queltriangle et n'importe quel quadrilatére
(convexe ou non) pavent parfaitement le
plan (voir la figure 1a] est un peu moins.
Une questionvientimmédiatemental'esprit:
etpourcingcotés ? Autrement dit: peut-on
paver le plan avec des pentagones, et si
oui, comment ?

Pourle pentagone régulier—cinq cotés
égaux, cinqangles égaux—,onyarrive...en
acceptantde prendre des pavés de tailles
de plus en plus réduites (voirlafigure 1b].

Nous nousinterdirons cette astuce, car
tout serait alors sans intérét: on montre
que n'importe quelle forme pave aussi le
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1. ON PEUT PAVER LE PLAN (sans laisser
de trous) avec n'importe quel triangle

ou quadrilatére, convexe ou non (a). Avec
des pentagones réguliers, c’est possible,

a condition d’accepter une infinité de tailles
différentes (b). Le « pavage du Caire » est
obtenu avec un pentagone équilatéral (c).

plan quand on accepte d’en prendre des
copies de différentes tailles.

En cherchant a paverle plan avec des
pentagones réguliers de méme taille, on
échoue. En effet, les angles intérieurs du
pentagone font 108°(180°—36075) ;il est
doncimpossible de placerun nombre entier
de pentagones réguliers autour d’'un point:
en placant trois pentagones autour d’'un
point, on obtient 324°, ce n’est pas assez;
enplagant quatre pentagonesautourd’'un
point, cela donne 432°, c’est trop !

Tant pis pour le pentagone régulier, il
y en a bien d’'autres. Les paveurs de rue
égyptiens savent qu'ilexiste des pentagones
recouvrantle plansanslaisserd’espace vide.
Le «pavage du Caire » est réalisé avecun
pentagone équilatéral, dontles cinq cotés
sont égaux, mais pas les cing angles (voir
lafigure 1c). Ce pentagone comporte deux
anglesde 90°et trois de 120°. C'estun pavé
convexe: tout segment AB qui joint deux
points A et B du pavé reste dans le pavé.

Trois questions de base

Lesformes non convexes (telle quadrilatére
bleu de lafigure 1a) compliquent la question
des pavages du plan. Aussi, dans la plupart
des problémes, nous n’envisagerons que
des pentagones convexes.

Trois types de questions principales
se posent alors.
—Quelssontlespavés pentagonauxconvexes
quiautorisentau moins un pavage duplan ?
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Les 14 classes connues de pavés convexes pentagonaux

espentagones convexes (pardé-

finition, une forme Fest convexe
si le segment joignant deux de ses
points ne sort jamais de F) pou-
vant paver parfaitement le plan
semblent se ranger en 14 classes.
Chaque classe est définie par des

CLASSE 1
A+B+C=360°

CLASSE 4

C=E=90°
a=e,c=d

CLASSE 7

2B +C=360°
2D +A=360°

CLASSE 10
A=90°,B+E=180
2D +E =360

2C+B=360"
a=b=c+e

CLASSE 13

A=C=90°
2B=2E=360"-D
2c=2d=e

relations entre les angles et entre
les longueurs des cotés. Certains
pentagones appartiennent a plu-
sieurs classes a la fois, ce qui im-
plique qu'ils donnent plusieurs
pavages différents du plan. Ces
14 classes n'ont été trouvées que

CLASSE 2

A+B+D=360°
a=d

CLASSE 5

A=120°,C=60°
a=b,c=d

CLASSE 8

2A +B=360°
2D +C=360°
a=b=c=d

CLASSE 11

A=90°,C+E=180°
2B +C=360°

tresprogressivement:cingen1918,
trois en 1968, une en 1975, quatre
entre 1975 et 1984, puis enfin une
en 1985. A chaque étape de ce lent
processusdedécouverte,onapensé
que I'énumération était compléte.
C'est encore le cas aujourd’hui, et

CLASSE 3

CLASSE 6

A=2C

CLASSE 9

CLASSE 12

CLASSE 14

A=90°,B=14534."
C=69,32..°,0=12466..
E=110,68.."
2a=2c=d=¢e

A+B+D=360"

a=b=e,c=d

2E +B=360°
2D +C =360
a=b=c=d

A=90°,C+E=180°
2B +C =360
2a=d=c+e

la communauté mathématique at-
tend une preuve soigneuse pour
éviter de répéter les annonces er-
ronées du passé. Malgré des re-
cherches approfondies, la preuve
que laliste des 14 classes est com-
pléte manque toujours.
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2. L'UNIQUE PENTAGONE dont les angles vérifient les relations
A+2B=C+2E=A+C+2D=360°permet de construire plusieurs
pavages différents, périodiques [comme ci-dessus & gauche)

ou non [comme ci-dessus a droite).

—Quels sonttousles pavages duplanréa-
lisablesavecles pavés pentagonauxconvexes
convenables (unméme pavé conduit parfois
a plusieurs pavages trés différents) ?

— Quels sont les pavages du plan par
des pentagones convexes d’aire unité les
plus économiques, c’est-a-dire ayant un
périmetre aussi petit que possible ?

Aucun de ces problemes n’est facile.
Si beaucoup de résultats produisant de
magnifiques figures géométriques sont
connus, plusieurs n‘ont été obtenus que
récemment etnombreuses sontles belles
énigmes qui persistenten 2013.

Erreur sur erreur!

Les mathématiciens sont tétus et sont
parfois si persuadés qu’'un probleme est
facile qu'ils croient disposer d’une solution,
le disentetI'écrivent, et se trompent obsti-
nément plusieurs fois de suite. Le probleme
des pavés convexes pentagonaux conve-
nables estun exemple de cette suffisance.

En 1918, dans sa thése soutenue a
I'Université de Francfort, en Allemagne,
Karl Reinhardt présente cinq classes de
pentagones convexes qui pavent le plan
(classes 1d 5 de lencadré page 79] etlaisse
entendre que prouver qu'iln’en existe pas
d’autres estun travail fastidieux, mais facile.
Pendant 50 ans, lacommunauté mathéma-
tique reste donc persuadée que le probleme
est résolu et sans intérét.

Cependant,en 1968, Richard Kershner,
de 'Université Johns Hopkins a Baltimore,
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reprend I'étude plus soigneusement. Il dé-
couvretroisnouvelles classes de pentagones
convexes quipaventle plan (classes6, 7, 8).
Il écrit que c’est le manque de place qui
lempéche de détaillerla preuve que les cing
classes précédentes et les trois qu'il vient
de découvrir constituent la liste compléte
des pentagones convexes pavant le plan.

Quand, enjuillet 1975, Martin Gardner
présente les résultats de Kershner dans
sa rubrique de jeux mathématiques du
Scientific American, il regoit une lettre de
Richard James, informaticien californien, lui
proposant une nouvelle classe (classe 10]
quimontre que Kershner,comme Reinhardt
avantlui,s’esttrompé en croyant disposer
d’une liste exhaustive.

Le plus étonnant reste a venir. LAméri-
caine Marjorie Rice (voir 'encadré page ci-
contre],mere au foyer quilisait le magazine
desonfils,yvoitlarticle de Gardnerrelatant
la découverte de R. James. Elle se met a
chercher seule de nouveaux pentagones
convexes pavantle plan. M. Rice ne posséde
aucune formation particuliere en mathé-
matiques, mais son esprit systématique et
untravail minutieuxmené al'aide de petits
dessins lafontdécouvrir quatre nouvelles
classes oubliées par les professionnels (les
classes 9,11, 12 et 13).

En 1985, une nouvelle classe est décou-
verte (classe 14] parRolf Stein, de I'Univer-
sité de Dortmund. [l soutient qu’avec cette
quatorzieme classe, il compléete définitive-
ment 'énumération...avant qu'on découvre
que sa démonstration d’exhaustivité est

3. DANS CE PAVAGE, tous les pavés pentagonaux mauves

ont un méme positionnement relatif, et il en est de méme pour
les pavés jaunes, mais les mauves n’ont pas le méme
positionnement que les jaunes. Ce pavage est dit 2-isoédrique.

fausse. Personne depuis n’a osé avancer
une démonstration...

La question de savoir sices 14 classes
sontles seules n’est pas résolue depuis plus
de 25 ans: ce qui semblait un probléme
facile est maintenant considéré comme
un défi sérieux.

En 2012, le mathématicien japonais
Teruhisa Sugimoto aréussi,en méme temps
que lamathématicienne russe Olga Bagina,
aprouver qu'il existe huit classes, pas plus,
de pentagones convexes convenant a des
pavages « cOté-contre-coté », c’est-a-dire
ou deux pentagones en contact se touchent
soit uniquement par un sommet, soit par
un coté complet pour chacun.

Ces huit classes sont celles numéro-
tées 1,2,4,5,6,7,8,9dans'encadré. Les
classes 3,10, 11,12, 13, 14 ne donnent
jamais de pavages coté-contre-co6té. Dans
le cas de la classe 1, pour avoir des pa-
vages coté-contre-coté, il faut ajouter la
contraintea=d;pourlaclasse 2, ilfautajou-
terc=e;tousles pentagones des classes 4
a9produisent des pavages coté-contre-coté
sans conditions complémentaires.

Pavés équilatéraux

Un autre théoréme a fait avancer nos
connaissances sur les pavages pentago-
naux convexes. Démontré (avec l'aide d’'un
ordinateur) en 1985 parMichael Hirschhorn
et David Hunt, puis simplifié en 2004 par
0.Bagina, le théoreme stipule qu’un penta-
gone équilatéral pave le plan siet seulement
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s’il appartient a 'une des trois catégories
suivantes:
A] Deux angles adjacents ont une somme
de 180°.
B] Deux angles non adjacents ont une
somme de 180°.
C)LescinqanglesA, B, C,D, E vérifient les
relationsA+2B=C+2E=A+C+20=360".
L’unique pavé delaclasse Cestintéres-
sant: il permet plusieurs pavages essen-
tiellement différents, dont certains sont
non périodiques (voir la figure 2].
Pourlinstant, bien que 'on connaisse
de nombreux pentagones non convexes
quipaventle plan, personne, autant que je
sache, n'a proposé, méme a titre de conjec-
ture, une liste de tels pentagones qu’on
puisse considérer compléte.
Lestroisclassifications des pentagones
convexes (dont deux sont définitivement
établies) constituent une belle réussite
etreglent presque le Probléme des pavés
convexes pentagonaux convenables. Ce-
pendant, un seul pavé est parfois utilisable
de plusieurs fagons pour recouvrir le plan,
c’est-a-dire qu'ildonne plusieurs pavages ne
seramenant pas les unsauxautres. Ainsi,
les pavages de lafigure 2 sont essentielle-
ment différents, bien que construits avec
le méme pentagone. Sait-on classer les
pavages pentagonaux convexes ? Comme
pourles pavés, laréponse estdouble : oui
dans les casles plus contraints, non dans
le cas général.

Pavages isoédriques

Le cas le plus contraint est celui ou 'on
impose aux pavés convexes du pavage
d’étre tous dans une méme positionlesuns
relativementauxautres. Pour comprendre
ce que celasignifie, considérons le pavage
de la figure 3, qui appartient a la classe 8
durecensementen 14 classes. Un pavéy
a deux types de positionnement.
Eneffet, les pavés mauvesn'ontpasle
méme positionnement queles pavésjaunes.
Onle voit par exemple en remarquant que
les «pavés-maisons » jaunes ont sur un
coté un «pavé-maison > a I'envers, alors
que les «pavés-maisons » mauves n’en ont
pas. En revanche, les « pavés-maisons »
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Talentueuse Marjorie Rice

ertainsamateursdemathé-
C matiques réussissent par-
fois de véritables exploits et
donnent des lecons aux pro-
fessionnels. Ces professionnels
avaientétéinsouciantsvis-a-vis
d'unprobléme, la classification
des pavages de pentagones.
Marjorie Rice, qui a 90 ans
cette année, fait partie de ces
amateurs. Elle écrivit:
«J'aimedepuistoujourslana-
ture, le dessin, les formes natu-
rellesetleursrelationsmathéma-
tiques. J'entrais dans le monde

des pavages, il y a 26 ans, a la
suite de lalecture d’un article de
Martin Gardnertrouvédanslare-
vue Scientific American de mon
fils. Celle-ci déclenchaen moi un
vif intérét pour les pavages et il
n'apascesséaujourd'hui.L'article
présentaitdespentagonespavant
le plan et demandait s'il en exis-
tait d'autres. J'ai toujours aimé
les casse-téte et je me dis alors
qu'ilétaitpeut-étrepossiblepour
moi de trouver de nouvelles so-
lutions.)'entreprisdedévelopper
mespropresnotationsquimeper-

mirentd'aborderdemaniéresys-
tématique le probleme. » (http://
tessellations.home.comcast.
net/~tessellations/)

En plus de ces découvertes,
s'inspirantdes pavages décora-
tifs de Maurits Escher, M. Rice a
dessiné ce pavage de poissons
fondé sur la classe 2 de |a liste
des 14 classes connues de pa-
véspentagonauxconvexes.L'en-
chevétrement est ici particulie-
rement compliqué et difficile a
déchiffrer pour celui qui ignore
sa méthode de construction.
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mauves onttous des positions équivalentes,
et c’est vrai aussi pour les pavés jaunes.
Pour ce pavage, il y a donc deux types de
positions possibles pour le pavé pentago-
nal:untel pavage n’est pasisoédrique, un
pavage étantisoédrique lorsqu’iln’yaqu’un
seul type de position pour le pavé, ce qui
est le cas pour les pavages des classes 1
a Sreprésentés dans I'encadré page 79.

Entermes plus techniques, un pavage
isoédrique estun pavage ou lesisométries
du plan (translations, rotations, symétries
et compositions de ces transformations)
laissantinvariant le pavage permettent de
passer d’'un pavé donné a n'importe quel
autre. Autrement dit, un pavage est isoé-
drique quand tous les pavés se valent, aux
isométries du pavage pres.

Unbeau et difficile théoréme, démontré
par Branko Griinbaum et Goeffrey Shephard
en 1977, indique qu'il existe:

— 14 catégories de pavages isoédriques
par des triangles,

— 56 pour des quadrilatéres convexes,

— 24 pour des pentagones convexes

—et 13 pour les hexagones convexes.

Onsait parailleurs, d’aprés un résultat
démontré la méme année par Ivan Niven,
qu'iln’existe aucun pavage parun polygone
convexe ak cotés lorsquek > 6. Celarégle
définitivement laclassification des pavages
isoédriques par des polygones convexes:
il existe 107 types de tels pavages.

Lorsqu’un pavage comporte deux types
de positionnements de pavés, comme
celui de la figure 3, on dit que le pavage
est 2-isoédrique. Trouver toutes les caté-
gories de pavages 2-isoédriques par des
pentagones convexes est un probleme
difficile. Cest encore un amateur qui a, le
premier, proposé une solution. Tout récem-
ment, en programmant soigneusementune
recherche systématique, le Néerlandais Jaap
Scherphuis (qui est aussiun collectionneur
passionné de casse-téte, voirwww.jaapsch.
net/puzzles/) atrouvé 97 classes de pavages
pardes pentagones convexes 2-isoédraux
(voir la figure 4 pour quatre d’entre eux).

La liste de 97 pavages, qu’on trouvera
sur www.jaapsch.net/tilings/, ne contient
que des pavages ou la proportion des pavés
d'une couleur est égale a celle de 'autre
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4. QUATRE PAVAGES 2-ISOEDRIQUES
réalisés avec un pentagone convexe.

5. UN PAVAGE 3-ISOEDRIQUE

réalisé avec un pentagone convexe.

7

6. LES DEUX SOLUTIONS DE BASE
pour un pavage pentagonal optimal.

couleur. Méme si cela semble improbable,
il se pourrait qu'il existe des pavages ou
ces proportions ne sont pas identiques. Si
c’est le cas, 'énumération des 97 pavages
de J.Scherphuis devra étre complétée. Les
résultats de cet amateur attendent confir-
mation. Quisaura démontrer que laliste des
97 pavages 2-isoédriques est compléte ?

llexiste aussides pavages 3-isoédriques
du plan par des pentagones convexes: le
pavé peut occupertrois types de positions
différentes. C’estle cas du pavage, associé
alaclasse 10, représenté sur la figure 5.
J. Scherphuis en propose bien d’'autres.

Une énumération compléte de toutes les
classes de pavages pentagonauxconvexes
(isoédriques, 2-isoédriques, 3-isoédriques,
etc.] estun objectif qui apparait pour lins-
tanthors de portée. Quand on aura réussi, il
resteraencore a envisagerles pentagones
non convexes. Voila de quoi occuper les
amateurs et les professionnels pour de
longues années.

Pavages optimaux

Latroisieme question centrale relative aux
pavages pentagonaux est d'une nature un
peu différente et, cette fois, elle est presque
totalement résolue. Il s’agit du probléme
des pavages pentagonaux optimaux.

Les abeilles sont géomeétres et ont
choisi la forme de leurs alvéoles en uti-
lisant un résultat mathématique quin’a
été démontré que récemment. Selon la
conjecture des alvéoles d’abeilles, 'hexa-
gone régulier d’aire unité est le polygone
d’aire unité qui donne le pavage du plan
le plus économique en longueur de péri-
meétre. Cette affirmation, dont on trouve
des traces chez le Romain Marcus Teren-
tius Varro en 36 avant notre ére, semble
presque évidente. Elle ne 'est pas du tout
etn’aété démontrée qu'en 1999 par'Amé-
ricain Thomas Hales, connu aussipoursa
preuve de la conjecture de Kepler surles
empilements les plus denses de sphéres.

Sifons’impose de ne considérer que des
pavages pardes pentagones d'aire unité, se
pose une question naturelle de méme nature
que celle résolue par Th. Hales : quel estle
pavage optimal par des pentagones ? (Les
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Une infinité de pavages pentagonaux optimaux

i I'on veut paver le plan par des
S polygones d'aire unité et de pé-
rimétre aussi petit que possible, la
solution est le pavage par des hexa-
gonesréguliers,comme les alvéoles
d'uneruche. Cette optimalité du pé-

rimetre a été démontrée en 1999
par Thomas Hales.

Si I'on impose au pavé recher-
ché d'étre pentagonal, alors la so-
lution est double. Le pavé optimal
est soit une variante du pentagone

du Caire, soitle pentagone en forme
de petite maison décrit dans I'ar-
ticle. Le plus étonnant est que ces
deux pentagones optimaux se com-
binent d'une infinité de fagons dif-
férentes, conduisant a des pavages

pentagonauxoptimauxd'uneremar-
quable variété.

Voici quatre de ces compositions
optimales découvertes il y a trois
ans par Ping Ngai Chung, du mIT,
et ses collégues.

abeilles auraient dd résoudre cette question
siles hexagones leur étaient interdits !].

Laréponseaétépubliéeen2012 parune
équipe de mathématiciens réunis autour de
Ping Ngai Chung, duMIT.llyaune surprise:
ilexiste plusieurs solutions optimales, alors
qu’on n’en attendait qu’une seule.

Silonimpose atousles pavés dupavage
d’avoirlaméme forme, ilya deux solutions
(voir la figure 6] : une variante du pavage
pentagonal du Caire et une variante du
pavage pentagonal prismatique (cas par-
ticulier de la classe 1).

Le périmetre, pour une aire unité, de
chacun de ces deux pavés est égal a:
2V/(2+V/3) = 3,86. Cest mieux que le
périmétre d’un carré d’aire unité, quiest 4,
mais c'est bien sGrun peumoins bien que le
périmetre d'un hexagone régulier d'aire unité,
quiest 3,81 (et qui,d’aprés le théoréme de
Hales, ne peut pas étre battu).

Précisons que pour que les pavés pen-
tagonaux soient optimaux, il faut prendre
leslongueurs des cotés des pentagones de
maniere a ce que ces derniers contiennent
un cercle inscrit. Cela signifie en pratique
qu’il faut introduire trois constantes pour
décrire ces pentagones. Lavariante optimale
du pentagone du Caire a un petit coté de
longueur g, ses quatre autres cotés étantde
longueurb. La variante optimale du pavage
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prismatique est telle que la longueur des
cotés formant le toit est a, celle des murs
estbetcelledelabaseestc, ettoutcelaavec:
a=(2/3)V(6-3V3)=0,5977...,
b=(3+V3)(V(2-V3))/3=0,8165...,
c=2V(2-V3)=1,0353...

Cequialeplussurprisles chercheurs est
que ces deux pavés optimaux se combinent
etdonnentd’autres pavages optimaux utili-
santcette fois les deuxformes pentagonales
optimales dans des proportions variables.
Lavariété des combinaisons est étonnante.

Concernant ce beaurésultat, signalons
que la démonstration proposée suppose
que les pavés sont convexes. Tout le monde
est persuadé qu’un pavé pentagonal non
convexe ne peut pas faire mieux que les
deux pavés trouvés (et leurs associations),
mais cela n’est pas démontré.

Les recherches sur les pavages sont
pleines de pieges. Quiilaitfalluattendre 1999
pourquel'ondémontre lasagesseinstinctive
desabeilles, qu'onait pu se trompersisouvent
surlénumeération des classes de pentagones
convexes (donton n’a pas démontré quelle
était compléte], gu'on ne puisse énumérer
les pavages pentagonauxnon convexes, ou
non isoédriques, voila de quoi encourager
Fhumilité des mathématiciens, qu'ils soient
amateurs patients, programmeurs experts
ou théoriciens acharnés. |
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