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LOGIQUE & CALCUL

Le nombre 7 est partout !

Lubiquité du nombre 7 ne cesse d’étonner. RéEcemment encore,
il est apparu ld ou personne ne s’attendait a le trouver: dans un systéme simple
de collisions, dans la conjecture de Syracuse, dans le jeu de la vie...

Jean-Paul DELAHAYE

‘ubiquité est «lefaitd'étre présent
partout a la fois ou en plusieurs
lieuxen méme temps. » De tous
les nombres, m est celui quijouit
le plus spectaculairement de cette pro-
priété:onlerencontre sans cesse en mathé-
matiques et en physique. Lune des consé-
quences de cette ubiquité est qu'on découvre
encore de nouvelles fagons de calculer 1.
Il est devenu difficile de battre les formules
qui évaluent tres vite ce nombre, parce que
les meilleures méthodes connues résultent
de recherches approfondies, qu'elles sont
d'une grande subtilité, et quelles sont d’'une
époustouflante efficacité.
Aujourd’hui, le record de calcul donne
13 300 milliards de décimales de T et se fonde
surplusieurs formules, telle celle-ci, due aux
freres David et Gregory Chudnowsky :
N )!(13591409+545140134k)

1 « (6K
T 122 () = Gk T (64032077
k=0

Bien que ne pouvant entrer en concur-
rence avec cette extraordinaire formule (en
se limitant au terme k=0, on trouve
T = 3,1415926535897342..., ce qui est cor-
rectjusqu’au 14° chiffre), nous allons, pour
le défi, la beauté ou méme I'amusement et
I'étonnement, présenter quelques-unes des
étranges nouvelles méthodes de calcul de .

Commengons par les méthodes utilisant
des procédés physiques. La méthode de
Monte-Carlo pour calculer 7 se fonde surun
principe trés simple: la surface d’'un disque
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de rayon r est mr?. Elle permet d’obtenir
expérimentalement quelques décimales
de . On fait tomber au hasard des grains
de sable surun carré de cotér;siles grains
le recouvrent uniformément, la proportion
de grains tombés dans le quart de disque
de rayon r donne une valeur approchée de
/4 : la superficie du carré est r2, celle du
quart de disque est 7r?/4, donc le rapport
est /4 [voir 'encadré ci-contre, a).

Si par exemple on lache 1000 grains
de sable et qu'ily ena 780 quitombent dans
le quart de disque, cela donne 'approxima-
tion =4 x 780/1000=3,12. En pratique,
cette méthode souffre d'un grave défaut:
elle suppose que l'on sache disposer des
grains de sable uniformément sur le carré.
Orenleslangantversle centre, parexemple,
les grains de sable auront une distribution
plus dense vers le centre et plus éparse sur
les bords. Le calcul sera faussé !

Il existe cependant des méthodes sta-
tistiques permettant de corriger cette non-
uniformité. Lune d’elles consiste a compter
le nombre de grains en affectant a chaque
grain P un coefficient inversement propor-
tionnel au nombre de grains situés dans un
petit cercle autour de P. Les grains situés
dans une zone dense sont ainsi comptés
moins, ce qui corrige la non-uniformité.

Vincent Dumoulin et Félix Thouin, de
'université de Montréal, ont utilisé une
méthode de ce type en tirant sur une cible
distante de 20 métres avec un fusil. Les
expérimentateurs ontainsi créé 30 857 trous

dans la cible. Le calcul, avec correction de
lanon-uniformité, a donné = 3,131, ce qui
correspond a une erreur de 0,3 %.

La méthode des aiguilles de Buffon est
un autre moyen de tirer de la physique des
valeurs approchées de . On lance n aiguilles
de longueurL, surun parquet dontlalargeur
des lattes est L; on compte le nombre k
d’aiguilles coupant les lignes paralléles de
jonction entre lattes; le quotient 2n/k est
une valeurapprochée de . Cette méthode
esttrés classique aussinous n'y reviendrons
pas. D'ailleurs, comme celle des coups de
fusil, elle ne donnera jamais plus de quatre
décimales exactes de .

Plus intéressante et surprenante est la
méthode physique proposée par Gregory
Galperin, de luniversité de I'lllinois. Elle n'uti-
lise que des chocs entre billes qui suivent
les lois de la physique classique et produisent
les décimales de T les unes apres les autres.
Non seulement le dispositifimaginé donne r,
mais il le donne écrit en base 10, et cela sans
qu’aucun calculateur mécanique ou électro-
nique ne soit mélé a I'affaire.

Parrapport a celle de Buffon et du fusil,
la méthode de Galperin a I'avantage que le
hasard n’intervient pas et que le procédé
déterministe de calcul de 7 donne donc,
non pas une approximation de 7, mais exac-
tement les premiers chiffres de r... pour
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Calculer 7w par des moyens physiques insoupgonnés

n comptant les points ou grains de sable supposés uniformément étalés sur un Une troisieme méthode exploite les chocs
entre billes. Prenons une bille bleue et une
bille rouge de méme masse (c). La bille

rouge est immobile. La bille bleue la frappe
approchée de /4. Lorsque les points sont choisis par des méthodes numériques selon un choc élastique. La bille bleue s'im-

quart de disque inscrit dans un carré (a), et en faisant le rapport entre le nombre
obtenu et le nombre total de grains de sable dans le carré, on obtient une valeur

(en utilisant par exemple des générateurs de nombres pseudoaléatoires), on parle mobilise et la bille rouge se trouve précipitée
sur un mur ou elle rebondit et repart vers la
bille bleue. Apres le choc, la bille rouge est a

de méthode de Monte-Carlo.

Si la répartition des points n'est pas de l'intersection d'une aiguille avec une nouveau immobile et la bille bleue s'éloigne
uniforme, la méthode ne marche plus: il faut | droite est 2/ en langant beaucoup d'ai- indéfiniment. Il y a eu 3 chocs: 3 est le
opérer un ajustement statistique. Vincent guilles et en comptant la proportion d’inter- | premier chiffre de m (d).

Dumoulin et Félix Thouin, plutdt que des sections, on en tire une approximation de . Si les masses sont dans un rapport 100,

grains de sable, ont tiré au fusil sur une cible. | Afin de comprendre cela, supposons que,en | au lieu de 3 chocs, il y ena 31 (e). Plus
Le résultat de ce calcul agressif de  est 3/131. | moyenne, le nombre de points d'intersection | généralement, Gregory Galperin a prouvé

Une deuxieme méthode (b) est la d’une courbe quelconque avec les droites soit | que si le rapport des masses est 100", alors
méthode du naturaliste Buffon. Si on lance proportionnel a sa longueur. Pour un cercle le nombre de chocs reste fini, et clest I'entier
une aiguille aléatoirement sur un tracé de diametre L, ce nombre est toujours égal correspondant aux n+1 premiéeres décimales
constitué de droites paralléles espacées a2; alors le nombre de points d'intersection | de r. Ainsi, pour n = 5, on aura 314159 chocs:

de la longueur L d'une aiguille, la probabilité | pour l'aiguille sera en moyenne 2L/wL=2/mw. ' ce sont les 6 premiers chiffres de .
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Syracuse et T

a conjecture de Syracuse, dont le nom provient de I'université
de Syracuse, aux Etats-Unis, laquelle a joué un réle
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une bille B dont la masse est 100 fois celle
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On sait que c’est vrai pour n plus petit que

de Galperin un grand nombre de chiffres
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de r.Sil'on veut s’en tenir a des méthodes
physiques, le mieux est peut-étre simple-
ment de mesurer avec soin le périmetre et
le diametre d’un cercle assez grand et de
faire le quotient. En réalité, rien ne vaut les
calculs purs ne s’appuyant pas sur des
hypothéses et des mesures physiques
qu’on ne parvient jamais a mener avec plus
de quelques chiffres significatifs. Venons-
en donc aux méthodes mathématiques.

Le nombre 17, dont Archimede a été le pre-
mier a proposer une méthode mathématique
permettant d’en calculer les chiffres aussi
loin qu’on le souhaite, porte parfois le nom
de constante d’Archiméde. Archiméde est
né, avécuetestmorta Syracuse, en Sicile.
En mathématiques, Syracuse est aussi le
nom d’'une conjecture quiintéresse beaucoup
de monde a cause de sa simplicité.
Décrivons cette « conjecture de Syra-
cuse » ou « conjecture de Collatz ». On part
d’'un entier positif quelconque n ; s'il est pair,
on le divise par 2; s'il estimpair, on le rem-
place par 3n+1. Et on recommence. Par

ensemble de Mandelbrot et

n part d'un point ¢ (marqué en

et on applique laréglec, ,,

jusqu’a sortir du disque de rayon 2. Les
sont, par définition, (a2- b2, 2ab).

Le nombre d'étapes nécessaires est 3 pour
k=0; 33 pour k=1; 315 pour k = 2; 3143 pour
k=3; 31417 pour k=4; 314160 pour k=5;

des derniers chiffres) le développement déci-
mal de . La preuve précise que ces calculs

n'a été donnée qu'en 2001, par Aaron
Klebanoff aux Etats-Unis: m est caché

ne s'échappant pas a l'infini.

rouge) de coordonnées (-3/4, 1/10%)
=c,2+c

coordonnées du «carré» c2 du point c=(a, b)

3141593 pour k=6. On reconnait (a 'exception

des chiffres de  se poursuivent jusqu’a I'infini

de maniére inattendue dans I'ensemble fractal
de Mandelbrot, qui est 'ensemble des points ¢
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exemple, den =13 on passe a 40, puisa 20,
10, 5, 16, 8, 4, 2 et enfin 1. La conjecture
affirme que quel que soit I'entier initial n, on
finit toujours par arriver a 1. Personne n'a
su la démontrer. Expérimentalement, elle a
été vérifige jusqu'a 289 = 1,15 x 10%8. A prio-
ri, elle n'arien a voir avec , malgré son nom
qui semble établir un lien avec Archimede.
La Syracuse qui intervient dans le nom de
la conjecture est en fait la ville américaine
de Syracuse, dans I'Etat de New York, dont
luniversité a été une étape importante dans
la diffusion de la conjecture au monde entier.

Une question naturelle se pose cepen-
dant: si 7 est vraiment partout, nexiste-
t-il pas un moyen de le calculer a partir de
la conjecture de Syracuse ? La réponse est
oui. Le Frangais Roland Yéléhada a en effet
mis au point une méthode de calcul de
a partir de la conjecture de Syracuse.

Le principe est le suivant. On calcule la
suite de Syracuse pour tous les nombres
jusqua une certaine bornen, parexemple 100.
Pour chacune des suites calculées, par
exemple [13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1],
on évalue la longueur, ici 10, et la somme
des éléments de la suite, ici 119. On teste
siles deux nombres obtenus ont un diviseur

commun plus grand que 1; ce n'est ici pas
le cas. On prend alors le nombre a de fois
ou la réponse a été NON, puis on divise g
parn, ce qui donne un nombre b. On calcule
enfinlaracine carrée de 6/b=c.Ce nombrec
est une valeur approchée de .

Laméthode ne donne pastrés rapidement
les chiffres de 1, mais on a des raisons de
croire qu'elle converge vers 1, carla longueur
etlasomme d'une suite de Syracuse, a cause
de comportements imprévisibles des suites,
sont comme deux nombres entiers tirés au
hasard. Oronsait, d’aprés un résultat de 1881
démontré par Ernesto Cesaro, que la pro-
babilité que deux entiers tirés au hasard
n‘aient pas de diviseur commun supérieur
3 1 est 6/2. Bien qu’aujourd’hui aucune
preuve mathématique rigoureuse n'ait été
donnée du résultat quand n tend vers I'in-
fini, les expériences effectuées en écrivant
de petits programmes confirment qu'il s'agit
bien d'une méthode de calcul de . Pour
n=100, on obtient a=66, b=0,66,
c=3,01511... Pour n=1000, on obtient
a=606,b=0,606, c=3,146583...

Bien évidemment, il s’agit d’un jeu et
pour disposer de beaucoup de décimales
de 1T, ce procédé n'est pas a recommander,
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Le jeu de la vieet =

ne fantastique configuration des cellules du jeu de la vie a été concue par

o
o8
K3
W
,b.’\'
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Adam Goucher. En respectant la régle unique de fonctionnement
«Naissance si 3 voisins vivants, survie si 2 ou 3 voisins vivants », elle

calcule . Bien plus surprenant, elle
écrit en diagonale le résultat sous la
forme d’une configuration stable qui
énumere les chiffres décimaux de .
On ne peut pas ici faire apparaitre les
détails de son million et quelque de
cellules vivantes, mais vous pouvez la
télécharger (http:/bit.ly/1S7Pwiw)
et la faire fonctionner avec

le logiciel gratuit Golly
(http:/golly.sourceforge.net).

pas plus que les méthodes de Buffon, du
fusil ou de Galperin.

Voici a présent une méthode toute aussi
étonnante que les précédentes, mais plus
simple encore a mettre en ceuvre et qui,
elle, pourra plus rapidement donnerjusqu’a 5
ou b6 décimales de .

L’ensemble de Mandelbrot est la plus célebre
des fractales (voir I'encadré page 81). Sa
définition, succincte, tient en quelques mots:
c’est 'ensemble des points ¢ du plan com-
plexe tels que la suite c,=0, c,=c,
€,=C2+C,y €, =C,2+C,... Teste dans
une partie bornée du plan; autrement dit,
c’est I'ensemble des points ¢ tels que la
distance de ¢, a 0 ne tend pas vers l'infini
quand n tend vers l'infini.

Si vous n'avez jamais entendu parler
du «plan complexe », il suffit, pour com-
prendre tout ce qui nous occupe ici, de
savoir que le carré d’'un point de coordon-
nées (q, b] (représentant le nombre com-
plexe c = a +ib]) dans le plan complexe est
le point de coordonnées (a®—b?, 2ab).

Les outils nécessaires a la visualisation
de 'ensemble de Mandelbrot, et surtout les
puissances de calcul suffisantes (en chaque
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point il faut calculer la suite c, ], ne sont
devenus disponibles qu’au début des an-
nées 1980. Grace a quoion a pris conscience
de larichesse de cet ensemble et du décou-
page infiniment fin de sa frontiére. Adrien
Douady, de l'université Paris-Sud, et John
Hubbard, de I'université Cornell aux Etats-
Unis, ont montré en 1981 que cet ensemble
est connexe, c’est-a-dire d'un seul tenant:
on peut passer d’'un point a un autre de
l'ensemble en utilisant un chemin quiyreste
tout le temps.

En 1991, Dave Boll, étudiant en infor-
matique a l'université d’Etat du Colorado,
explore 'ensemble de Mandelbrot et tente
de savoir siun point unique sépare la par-
tie de cet ensemble a droite du point
¢ = (—3/4, 0) de la partie qui se trouve a
sa gauche. Il prend donc des valeurs de ¢
de plus en plus proches du point (— 374, 0)
et calcule combien de points de la suite il
faut considéreravant que c, sorte du cercle
derayon 2. On sait en effet que des que la
suite c, sort de ce cercle, elle part inévi-
tablement a l'infini.

Il essaie donc comme point de départ
c=(-3/4, 1) et trouve que 3 itérations
suffisent pour que la suite sorte du cercle.
Il essaie ¢ = (—3/4, 1/10), il en faut main-
tenant 33. Avec c=(-3/4, 1/100), il en
faut 315. Avec c=(-3/4, 1/1000), il en

faut 3 143. Avecc = (- 3/4,1/10000), il en
faut 31 417. Avec ¢ = (- 3/4, 1/100 000}, il
enfaut314 160.Avecc=(-3/4,1/1000000),
il en faut 3 141 593. Etc.

Stupéfaction ! Les chiffres des nombres
calculés sont, a 'exception des derniers,
ceux de 7 écrit en base 10: 314159... Les
calculs a programmer sivous voulez contro-
ler les affirmations mentionnées sont par-
ticulierement simples. Pour chaque entier k
apartirde zéro, définissez la suite de couples
de nombres réels (a b, ]:
a,=0,b,=0,0,=-3/4,b,=1/10,
a,,,=a,°-b2-3/4,b  =2a b +1/10¢
etdéterminezle premierntelquea °+b °
soitsupérieur a 4. Les nombres n calculés
serontles nombres 3, 33,315, 3 143,31 417,
314 160, 3 141 593, etc.

David Boll découvre aussi que, partant
de (1/4 +c, 0) et en prenant des valeurs
de ¢ de plus en plus petites (cette fois, il
commence parc = 1/100 et divise par 100
a chaque nouvel essai], on tombe sur les
entiers suivants: 30, 312, 3 140, 31 414,
314 157, etc. A nouveau, clest T !

Notons que rien, dans la définition de
'ensemble de Mandelbrot, n'a de rapport
avec la géométrie du cercle. Pourtant, une
simple itération partant d’'un nombre choi-
si de plus en plus petit donne assez rapi-
dement des décimales de .

Notons aussi que, par cette méthode,
calculer 20 décimales de 7 demanderait
plus de 10%%itérations, ce qui est la limite
de ce qu’on peut espérer faire aujourd’hui,
méme en mobilisant les plus puissants
ordinateurs. Cette méthode, aussi simple
et élégante qu’elle soit, ne peut donc pas
rivaliser avec les meilleures méthodes
connues de calcul de  (mentionnées au
tout début de cet article), qui sont plus
compliquées mais beaucoup plus efficaces.

Un exploit de calcul d’'une autre nature
concernant  est lié au célébre «jeu de
la vie » de John Conway. Ce réseau d’auto-
mates cellulaires est'un des moyens les
plus élémentaires de mener des calculs.
Chaque case du plan infini, muni d’'un
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quadrillage, est occupée par un
microcalculateur qui ne fait qu'une seule
chose extrémement simple :

—Si,alinstantt, il est dans I'état mort
(représenté parla couleur blanche], alors
le microcalculateur examine ses 8 voisins;
si 3 exactement sont vivants, il passe dans
'étatvivantalinstantt+1;sinon, il reste
dans I'état mort.

—Si,alinstantt, il estdansI'état vivant
(représenté par la couleur noire), alors le
microcalculateur examine ses 8 voisins ; si
2 ou 3 sont dans I'état vivant, le calculateur
reste dans 'étatvivantalinstantt+ 1;sinon,
il meurt. En résumé : « Naissance si 3 voi-
sins vivants, survie si 2 ou 3 ».

Le pouvoirde calcul d’'un tel réseau est
bien supérieur a ce que 'on peutimaginer,
et d’ailleurs John Conway a montré qu’on
pouvait calculer avec cet automate cellu-
laire tout ce qui est calculable par algorithme.
Pour cela, il faut placer au départ la bonne
configuration et ne pas étre pressé !

En 2010, Adam Goucher, prenant au
sérieuxle résultat théorique de John Conway,
a congu une configuration du jeu de la vie
comportant 1 389 325 cases vivantes. En
évoluant génération apres génération, la
configuration calcule les chiffres de  écrit
en base 10 et, c’est le plus étonnant, va
les écrire en diagonale a I'aide de cases
vivantes déposées quidessinent les chiffres
en écriture habituelle.

Lexploit est inoui, mais, une fois encore,
c’est un jeu: au bout de plusieurs heures
de fonctionnement avec mon ordinateur,
la configuration d’Adam Goucher a réussi
a écrire 3,14159265. Lobtention d’autres
décimales demanderait des jours ou des
semaines. Le calcul utilise un produit in-
fini et progresse en 0(n®), ce quiveut dire
que s'il faut k heures de calcul pour avoir
n décimales, en avoir le double deman-
dera 2°=64 fois plus de temps (et cela a
la condition que la mémoire disponible sur
Pordinateur ne fasse pas défaut].

Pourterminer, signalons deux méthodes
illusoires de calcul de 1, parfois présentées
comme sérieuses, mais qui en réalité ne
vous donneront jamais rien.

La premiéere pourrait étre qualifiée de
géographique. Dans un article publié dans
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larevue Science en mars 1996, Hans-Henrik
Stolum, de l'université de Cambridge,
décritun modele d’écoulement des cours
d’eau. Il tire de son modele I'affirmation
qu’en moyenne, le rapport entre la longueur
d’un fleuve et la distance a vol d’'oiseau
entre la source et I'endroit ou le fleuve se
jette ala merestle nombre . En se fon-
dant sur ce résultat, on pourrait donc
tenter de calculer  en prenant un grand
nombre de fleuves, et en calculant la
moyenne des rapports entre leur longueur
et la distance parcourue a vol d’oiseau
entre la source et 'embouchure.

Malheureusement, tous ceux qui, a
partir de bases de données géographiques,
ont essayé arrivent a des valeurs sensi-
blement plus petites que . Il semble bien
que le modele théorique soit inexact, et
qu’en tout cas, pour calculer 1, on ne ti-
rera rien de la longueur des fleuves.

Lautre méthode illusoire est celle liée a
la théorie économique de Martin Armstrong.
Cet Américain est l'auteur d’une théorie
(Economic Confidence Model] selon laquelle
I'économie est soumise a des ondes cy-
cliques tous les 8,6 ans et que les prendre
en compte permet de prévoir les crises.
Laduréede 8,6 anscorresponda 3 141 jours,
soit 1000 7. On a du mal a comprendre
ce que 7T, avec une précision de 4 chiffres,
vient faire dans les cycles économiques,
mais Martin Armstrong prétend avoir
annoncé, grace a sa théorie, la crise de 1987
au jour pres.

Plus récemment, Martin Armstrong
avait annoncé une nouvelle crise pour le
1%"octobre 2015. Elle ne s’est pas produite !
Tout cela ne semble pas trés sérieux et,
siles mathématiciens sont bien persuadés
de I'importance et de l'ubiquité de , ils
n'ont pas la naiveté de croire en de telles
théories dont, d'ailleurs, aucune justifica-
tion n'est présentée. C'est un plaisir de
jouer avec et de le découvrir partout,
mais c’est avant tout un amusement qu’il
est sage de ne pas transformer en supers-
tition numérologique. |
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