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Notations

o K = Q(«) un corps de nombres

o F(X,Y) e K[X, Y] squarefree

o C={(x,y) € C*| F(x,y) = 0}
Soit xp € C :

o Fibre en xg : o
F(x0) = {racines de F(xo, Y) =0}.

(<]

Point régulier : #F(xo) = dy. yfl

(]

Point critique : #F(x) < dy.

{aj};i = {racines de Resy(F, Fy)}.
(5(X0) = min |X0 - 0[,'|_ ”””” o o O{:z ,,,,,,,,
QjZ£Xo

(]
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Développement en série
o xo régulier; F(x0) = {y1, - ,yay }-

Théoreme (des fonctions implicites)

Il existe dy séries Yi(X Za,k — Xp) ktg.

F(X, Yi(X)) =0 surun vo:smage de xg et Yi(xo) = yi.
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Développement en série
o xo régulier; F(x0) = {y1, - ,yay }-

Théoreme (des fonctions implicites)

Il existe dy séries Yi(X Za,k — Xp) ktg.

F(X, Yi(X)) =0 surun vo:smage de xg et Yi(xo) = yi.

@ xp critique

Théoreme (Puiseux)
- , K
Il existe dy séries Yjj(X) = Z ik ({ef,‘ (X —xo)si
k=n;
F(X,Yij(X)) =0 pour tout 1 < j < e, 1<i<s, avec

t.q.

o (g, racine primitive de I'unité d’ordre e;

e ey,...,6 partition de dy.
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Exemples au-dessus de X =0

° F(X.Y):Y?’fX:

kX3, k=1,2,3 (e =3)

o HX,Y)=(Y3=X)((Y =12 =X)(Y —2—X2)+ X2 Y5 :

1
¢§X%+6x3 + %ggx? o, k=1,23 (e =3)
.1
L+ X3+ SGXE o k=12 (e=2)
9

2—3X2—§X3+~-~ (e =1)
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Prolongement analytique autour d'un point critique

o G(X,Y)=Y3-Xenxg=0

o Yi(X)=jkX3, k=1,2,3
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Prolongement analytique autour d'un point critique

e G(X,Y)=Y3—Xenxg=0

o Yi(X)=j*X3 k=1,2,3

= Monodromie locale :
permutation engendrée sur la fibre.

Adrien Poteaux
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Monodromie locale
HX,Y)= (Y3 =X)((Y =12 = X)(Y =2 = X?) + X2 Y°

2-3X2-3X3+...

= e=1: 1l-cycle.

1+ Xz + Lk X3 + o

= e =2: 2-cycle.

AXSHLIX3 4 SUXS 4

= e=3:3-cycle.

La monodromie locale x\m.
se lit sur les indices de ramification !
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Groupe de monodromie

@ On note ag,...,a, les points critiques.

@ On fixe un point de base régulier a = «y.

a =

@ On cherche les n permutations
o1,...,0, correspondant & aq,..., ap.

— ces permutations engendrent le groupe de monodromie.
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Motivations

@ Théorie de Galois
J. Harris 1979, Galois groups of enumerative problems

H. Volklein 1997, Groups as Galois Groups
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Motivations
o Théorie de Galois

@ Factorisation

Galligo & van Hoeij 2007, Approximate bivariate factorization : a geo-
metric viewpoint

Galligo & Poteaux 2009, Continuations and monodromy on random Rie-
mann surfaces

Galligo & Poteaux 2010, Computing monodromy via continuation meth-

ods on random Riemann surfaces
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Motivations
o Théorie de Galois
o Factorisation
o Théoréme d’Abel-Jacobi effectif

Calcul du groupe d’homologie a I'aide du groupe de
monodromie

Deconinck & van Hoeij 2001, Computing Riemann Matrices of Algebraic Curves

Tretkoff & Tretkoff 1984, Combinatorial Group Theory, Riemann Surfaces and
Differential Equations
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Motivations
o Théorie de Galois
o Factorisation
o Théoréme d’Abel-Jacobi effectif

o Applications en calcul formel

o Primitive de fonctions algébriques(partie logarithmique de
I'intégrale).

Risch 1969, Davenport 1981, Trager 1984, Bronstein 1990,
Bertrand 1995. ..

o Solutions algébriques d'EDO

Baldassarri & Dwork 1979, On Second Order Linear Differential
Equations with Algebraic Solutions

o Calcul de groupe de Galois différentiel

Compoint & Singer 1998, Relations linéaires entre solutions d’une
équation différentielle
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Motivations

o Théorie de Galois
o Factorisation

o Théoréme d’'Abel-Jacobi effectif

o Applications en calcul formel

o Applications en physique
o Calcul des solutions quasi-périodiques des équations KP.

Deconinck & Segur 1998, The KP Equation with Quasiperiodic
Initial Data

@ Solutions solitons des équations KdV (Korteweg-de Vries) et
NLS (Nonlinear Schrédinger).
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Calcul du groupe de monodromie

A. Poteaux 2007, Computing monodromy groups defined by plane algebraic curves

Adrien Poteaux monodromie 8/39



Méthode « relier les fibres »

@ Choix des chemins.

@ Choix des points de connexion.

>/<€t+1

X &
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Méthode « relier les fibres »

Y1

Y2

Ys

21

22

z3

Cit1

Adrien Poteaux

@ Choix des chemins.

@ Choix des points de connexion.

@ Calcul des fibres.
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Méthode « relier les fibres »

Y1

Y2

Ys

/evﬂ

Adrien Poteaux

@ Choix des chemins.

@ Choix des points de connexion.

@ Calcul des fibres.

Q Meéthode de connexion.

monodromie
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Monodromie : état de I'art (sketch)

Q Relier les fibres
— Deconinck & van Hoeij 2001

o Fonction monodromy de Maple.
o Fibres reliées a I'aide des dérivées premiéres.

o Critére de connexion et contrdle de |'erreur heuristiques.

— van Hoeij & Rybowicz (com. perso.)

o Théoréme de Smith + arithmétique numérique/intervalles.

o Algorithme certifié mais trop lent

@ Equation difféerentielle
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Monodromie : état de I'art (sketch)

O Relier les fibres
@ Equation différentielle

o Intérét : calcul rapide des développements a ordre élevé.

Chudnovsky & Chudnovsky 1986, 1990 ; van der Hoeven 2000 ;
Cormier-Singer-Trager-Ulmer 2002 ; Bostan & all 2007 ...

o Calcul de I'équation différentielle potentiellement coditeux.
o Taille de I'équation différentielle importante.

o On utilise des développements a ordre petit.
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Stratégie employée

@ Choix des chemins : arbre de recouvrement minimum.

@ Méthode de connexion : développements en série tronqués et
développements de Puiseux au-dessus des points critiques.

o Bornes sur les ordres de troncation.

o Donne la monodromie locale.

o Utile pour I'application d'Abel (Deconinck & Patterson 2008).
© Choix des points intermédiaires :

o Compromis ordres de troncation / nombre de points.

o Borne sur le nombre de points intermédiaires.
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Utiliser un arbre de recouvrement minimum
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Intérét : minimiser la longueur totale des chemins

Y2
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Objectif : « chemin dans I'arbre » homotope a 77
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Objectif :

« chemin dans 'arbre »

homotope a 77

Qig
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Découpage du segment [a,

Qap

0
s 10
é as

(k7]

Qig

gy

Qas

Qp =a=ag

s

Adrien Poteaux
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Segment [a;, a;+1] : un unique sens de contournement

15

Qg7

14

Qg
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Segment [a;, a;+1] : un unique sens de contournement

Q20 Q19

ANV
S\ - - - - - - - - - -T-- 9K - - - - - === .____'
“2 M&S
Qy
a1
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Résultat

Poteaux

Qi

a5

:><_ch
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Prolongement analytique le long de I'arbre
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Connexions le long de I'arbre
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Ordres de troncation

Soit
k
o Y(X) =720 1k(X —xo)= une série de Puiseux,
Y(X) =30 o mk(X — xo)é la série tronquée a I'ordre n,
x1 € D(xo,9(x0)),

M > sup  |Y(x)|-
x€D(x0,6(x0))

n € R™ la précision requise,
_ (la=sl\*
5= ()"
In (7) +In(1 - B)
In(5)

Alors, N >

—1= |Y(x) = Y(x)| <.

Cas régulier : formule de Cauchy.
Cas ramifié : considérer G(X,Y) = F(xo + X¢,Y).
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Nombre de points intermédiaires

B

10
- €108

Co 75 >Z( 4

= A ce stade, on a besoin de O(n) = O(D?) points intermédiaires.
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Gestion du nombre de pas
o F(X,Y)=Y3—-X54+2(10X —1)2 = N > 102309
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Gestion du nombre de pas
o F(X,Y)=Y3—-X54+2(10X —1)2 = N > 102309
e Sipg= % il suffit d’avoir N > 1 — log, (eﬁ’).
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Gestion du nombre de pas
o F(X,Y)=Y3—-X®+2(10X —1)> = N >102309
e Sipg= % il suffit d’avoir N > 1 — log, (eﬁ’).

6(o)
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Gestion du nombre de pas
§(zo)

0 5s s 4 <% %

....................... K

Q)

o Pour [ayy, ak], nombre de points intermédiaires ajoutés :

s= [Iog3 (‘;((‘;’;’))) +(e—1) |og3(2)—‘ +1

Théoreme

Nombre total de points : O(p log t—"""’ +g) = 0(D? log Ii_’:)

Corollaire

Si F € Z[X, Y], on a O(D® log||F||s) points intermédiaires.

= borne cubique en la sortie.
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Calcul de séries de Puiseux :

un nouvel algorithme symbolique-numérique
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Un outil fondamental de la théorie des courbes algébriques

o Indices de ramification = calcul du genre

(formule d’Hurwitz)
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Un outil fondamental de la théorie des courbes algébriques

o Calcul du genre

o Calcul de bases intégrales
M. van Hoeij 1994, An Algorithm for Computing an Integral Basis in an
Algebraic Function Field
o Détermination de paramétrisations de courbes de genre 0

M. van Hoeij 1997, Rational Parametrizations of Algebraic Curves using a
Canonical Divisor

o Intégration de fonctions algébriques

B. Trager 1984, Integration of Algebraic Functions (PhD)

M. Bronstein 1990, Integration of Elementary Functions
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Un outil fondamental de la théorie des courbes algébriques

o Calcul du genre
o Calcul de bases intégrales

o Détermination de paramétrisations de courbes de genre 0
o Intégration de fonctions algébriques
o Calcul de cartes routiéres

J. Schwartz & M. Sharir 1983, On the “piano movers” problem Il. General

techniques for computing topological properties of real algebraic manifolds
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Un outil fondamental de la théorie des courbes algébriques

e Calcul du genre
o Calcul de bases intégrales

o Détermination de paramétrisations de courbes de genre 0
o Intégration de fonctions algébriques

o Calcul de cartes routiéres

@ Prolongement analytique
o Calcul de groupe de monodromie

A. Poteaux 2007, Computing monodromy groups defined by plane
algebraic curves

Objectif : verstion effective du théoréme d’'Abel-Jacobi

Nécessite : évaluation flottante rapide des séries de Puiseux.
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Partie singuliére

Lk
Yi(X) = TR, an X
rij

. k
Ky L :
= D4l Qik G X + termes suivants

rij est I'indice de régularité; r; = rj pour 1 <j < ¢

Termes suivants : calculés par exemple via Newton quadratique
Kung & Traub 1978, All Algebraic Functions Can Be Computed Fast
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Exemples au-dessus de X =0

e F(X,Y)=Y3-X:

0+ kX3, k=1,2,3 (r=1)

o HX,Y)=(Y3=X)((Y =1)2=X)(Y —2—X2)+ X2 Y5 :
0+c§x%+éx3 +, k=1,23 (r=1)

.1
14 ¢kXz +§g2kx% +o L k=12 (r=1)

2—3x2—§x3+--- (r =0)

Adrien Poteaux monodromie
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L'algorithme de Newton-Puiseux

Adrien Poteaux monodromie 23/39



Principaux outils

FOX,Y)=YT+YX -2V X +5Y4X3 +4Y2X2 + XO
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Support d'un polynéme

FIX,Y)=Y X0 Y X 2 VX 45 Y3 X Y3 X214 Y2 X2+ YO X

x Supp(F)= {(/,j) € N*| a;; # 0}

6

4 X

3

2 X X

1 X X

0 2 3 4 5 7
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Polygone de Newton

FIX,Y)=) a;Y'XI
iJ

% Supp(F)= {(/,j) € N*| a; # 0}

— N(F) : partie inférieure de
I'enveloppe convexe de Supp(F).
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Polygone de Newton générique

FIX,Y)=) a;Y'XI
iJ

% Supp(F)= {(/,j) € N*| a; # 0}

— N(F) : partie inférieure de
I'enveloppe convexe de Supp(F).

- - GN(F) : pentes de N(F) < —1.
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Polynéme caractéristique

FIX,Y)=) a;Y'XI
iJ

% Supp(F)= {(/,j) € N*| a; # 0}

— N(F) : partie inférieure de
I'enveloppe convexe de Supp(F).

- - GN(F) : pentes de N(F) < —1.

Polyn6me caractéristique :

oa(T)= 30‘7?

(i,j)eA
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Algorithme de Newton-Puiseux rationnel

D. Duval 1989, Rational Puiseux Expansions

Pour chaque aréte A de N (F)

S
- ¢on = H ok
k=1
— Pour chaque ¢

F(EEXT, X&KL +Y))
X!

F(X,Y)«
avec

&k tq. k() =0,

- (u,v) tel que ug — vm = 1.
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Notre variante

Pour chaque aréte A de GN/(F)

- ¢on = H o
k=1

— Pour chaque ¢y

F(EEXT, X™(EL+Y))
X!

A, pente —%

F(X,Y) «
avec

&k t.q. ok(ék) =0,

- (u,v) tel que ug — vm = 1.
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Notre variante

Pour chaque aréte A de EN(F)
S
~on =[] oK*
k=1

— Pour chaque ¢y

F(&eX9, XM (& +Y))

F(X,Y) «+ X7

avec

A, pente f%

<& tq. dk(&k) =0,

- (u,v) tel que ug — vm = 1. .

Premier tour : polygone exceptionnel EN(F)

dy

(partie inférieure de I'enveloppe convexe de Supp(F)U{(0,0)}).

Adrien Poteaux monodromie
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Arbre des polygones

@1 ‘ (LD ‘m)

N = ((0,2), (2,0)) GN = ((0,1), (1,0)GA" = ((0, 1), (1,0)
Av=((0,2), (2,0)

1)

(1,2)

GN = ((17 0)7 (07 1>)
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Calcul des développements de Puiseux

o Calcul numérique délicat

@ Calcul symbolique : calcul dans des extensions de degré
potentiellement élevé et croissance des coefficients
Complexité binaire 0" (dy*?dx*)
Walsh 2000, A Polynomial-time Complexity Bound for the Computation of the

Singular Part of an Algebraic Function
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Calcul des développements de Puiseux

o Calcul numérique délicat

@ Calcul symbolique : calcul dans des extensions de degré
potentiellement élevé et croissance des coefficients
Complexité binaire 0" (dy*?dx*)
Walsh 2000, A Polynomial-time Complexity Bound for the Computation of the

Singular Part of an Algebraic Function

Une approche modulaire-numérique :
O Calculer la partie singuliere des séries de Puiseux modulo un
bon premier p.
Cela nous donne I'arbre des polygones T(F), i.e. :
o Les polygones de Newton génériques,
o Les structures de multiplicité des ¢a.

@ Calculer numériquement les séries de Puiseux en suivant 7 (F).

Adrien Poteaux monodromie
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Partie symbolique : calculer 7(F)
Poteaux & Rybowicz 2008, On the good reduction of Puiseux series and complexity of
the Newton-Puiseux algorithm over finite fields
Poteaux & Rybowicz 2010, On the good reduction of Puiseux series and Applications

Poteaux & Rybowicz, Complexity bounds for the rational Newton-Puiseux algorithm

over finite fields and related problems
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Bonne p-réduction

Soient :
@ o l'anneau des entiers algébriques de K,
@ p un nombre premier,

@ p un idéal premier de o divisant p.

Définition

F a une bonne p-réduction locale (en x =0) si :
e FeoplX,Y],
e p>dy,
o tc(RF) #0 mod p.

ou R = R.eSy(F, Fy)
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Principaux résultats

Si F a une bonne p-réduction, alors :

Théoréme 1 : on peut réduire les séries de Puiseux modulo 93
divisant p

Theorem 2 : T(F) = T(F mod p) (faux avec les polygones
classiques)
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Autres résultats

o Bornes pour le premier p : taille logarithmique en I'entrée avec
des algorithmes probabilistes.

@ Bornes de complexité améliorées pour I'algorithme de
Newton-Puiseux rationnel sur les corps finis

de O(D?) a O (D®)

o Complexité binaire pour le calcul de T(F) :

O (D®) avec un petit p
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Partie numérique : suivre T (F)
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Suivre T (F) numériquement : un exemple

Développements de Puiseux de F :
o S1(X)=X+---

So(X) = 4Xz + X6 +---
S3(X) =2X2 42X + -
54(X):2X%+X+X%+...
Ss(X) =Xz +2X + X +---
Se(X) =Xz + X +---
S7(X) = X2 +4X + -

(]

dy = 25,dx = 26; 1 < coefficients < 10'3; Digits = 20.
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Premier polygone de Newton

1 1, (1)
12\

172, (4,4,4)
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Premier polygone de Newton

4
—
Nej
Ll
|
- o
=
3
PR -
<t
_ \\\\\\\\\
~
=
3
—
i
|
&~
=
o
~

25

Z00OM

31, 0.16777216 - 108(T — 1.)*

Sy(x) = l.a2

31/39
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Tri selon les polygones

FIX2,X(Y +&7%)

, =1 L =4 & =16.

{Gh, Gh, Gy}

VooV WV

4 4 4

polynéme | coefficient en X3

Gy 0.

Gy 0.

Gs —17199267840000.0
Adrien Poteaux monodromie
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Tri selon les polygones

4
s = 17199267840000.0(T — 1.)!

o0l

Sy(z) =423 + 1.

Adrien Poteaux
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Tri selon les multiplicités

Structures de multiplicité :
° (2,1,1) = deg(pgcd(¢,¢)) = 1.
© (3,1) = deg(pged(¢, ¢')) = 2.

Polynémes caractéristiques :
¢1 = 1049760000.0 — 2361960000.0 T + 1837080000.0 T2 — 590490000.0 T2 + 65610000.0 T*

¢2 = 1719926784.0 — 6019743744.0 T + 7739670528.0 T2 — 4299816960.0 T3 + 859963392.0 T*

Q S; « Syl(¢i,¢%).
@ Calcul des valeurs singuliéres des S;.
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Tri selon les multiplicités

Valeurs singuliéres associées 3 ¢

[710694508.4327095884, 5827385163.0346368216, 3038236185.2953794346, 1140210769.8445335036,
40759543.641844042087, 1882790.0681572535369, 3.8263754075532025314 -10 11]

Valeurs singuliéres associées a ¢ :

[ 37445022322.189717034, 24644791488.066781055, 12101920587.793187214,
3915075466.8959244453, 31534726.725839766232, 0.00000000074101187358617089031,

0.00000000027761147770454585021]
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Résultat

mypuiseux(F,x,y,x,0);

(x=T,y=10T],[x=T%y=

1.0000000000000046423 T2 + 1.0000000000000014628 T],[x = T2,y =
4.0000000000000002662 T2 + 1.0000000000000014628 Tl [x = T4,y =
0.99999999999999869303 7> + 2.0000000000000040470 T* +
1.0000000000000014628 T3], [x = T2,y = 1.9999999999993502275 T2 +
2.0000000000000757425 T, [x = T6,y = 1.0000000000036976678 T +
1.0000000000047325425 T° 4 2.0000000000000757425 T3], [x = T8y =
0.99999999999483964356 T~ + 4.0000000000009297336 TA]]]
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Exemples
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Exemple 1

Mg = x4 — 2(ax — 1)2, Fi(x,y) = y3 — Mio5(x)

coefficient en x

16/3 .

Digits | évaluation numérique | algorithme numérique-modulaire
10 0 7
40 0 36
50 6 47

Algorithme de monodromie :

e version symbolique/numérique : 0.950 secondes. Précision de
40 chiffres nécessaires pour avoir un résultat correct.

@ version numérique/modulaire : 0.839 secondes. Digits 10.

Adrien Poteaux
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Exemple 2

Fa(x,y) = (y® — Mios(x))(y* — Mio3(x)) 4 y*x°

coefficient en x!/2
Digits | évaluation numérique | algorithme numérique-modulaire
10 0 4
20 0 15
30 5 29

Adrien Poteaux
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Exemple 3

Gn(X7Y) = (y[g—‘ - P"£—| (X)> G{gJ (X7y)

ol
Pa(x) = oy (% (0 = )x = 1)

Polynéme | algorithme symbolique | algorithme numérique-modulaire
considéré temps en seconde temps en secondes | précision
Gs 0.031 0.029 9
G2 0.041 0.099 9
Gig 2.3 0.221 9
Gao 0.751 0.550 9
G4 2.889 0.920 9
Gog 8.509 1.719 9
Gz 30.820 5.040 9
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Conclusion

@ Séries de Puiseux : algorithme symbolique-numérique

o Réduction modulo un petit p — calcul de T(F).
o Calculs numériques suivant 7(F) : filtre & deux étages.

= Les séries de Puiseux peuvent étre utilisées en pratique !

o Calcul du groupe de monodromie :
o Chemins optimisés.
o Compromis nombre de pas / ordres de troncation
— borne sur le nombres d'étapes.
o Développements en des points critiques : utilisation de
I'algorithme numérique-modulaire.

@ Perspectives

o Controle des erreurs numériques. Amélioration du second filtre.

o Théoréme d'Abel-Jacobi effectif et certifié.

o Implémentation efficace.
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Choix du premier p

o K=Q(v), w=[K:Q], My le polyné6me minimal de .
o ht(Q) = log ||Q||ec oU Q est un polyndme multivarié.

ht(p) appartient a

o O(wdy(wht(M,) + ht(F) + log(wdxdy)))
Stratégie déterministe.

o O(log(dyw log dx) + log(ht(F)) + log(ht(M,)) + log(¢~1))
Stratégie Monte-Carlo avec une probabilité d’erreur < e.

o O(log(dyw log dx) + log(ht(F)) + log(ht(M,)))
Stratégie Las-Vegas (en moyenne 2 itérations).
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Complexité de RNP : substitutions

N+l
4

N+1

F(X,Y)

Dy

("] (5[: = Zi I’,'f;'.

Dy

FI(X,Y) = F(E"X, X™MY)

FI(X,Y) = HO)

Dy

o Les calculs peuvent se faire modulo x°F+1.

o Une substitution = N “shifts” C O(NM(dy)) opérations de

corps.
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Complexité de RNP sur L = [F

Substitutions — O (d%dy)
Factorisations — O (6¢[d% + dytolog p])

Total — O(5de[5p+dy+t0|0gp])

O < vx(AFf) < dx(2dy —2)

Théoreme (Nombre d’opérations dans L)

— T(F) au-dessus de 0 : O"(d3 d% + d2 dxt log p)
— T(F) au-dessus de I'ensemble des points critiques :
O (d$ d%to log p)

D. Duval 1989, Rational Puiseux Expansions . O(dgd)%)

Adrien Poteaux monodromie 39/39



Complexité binaire pour |'algorithme the Monte-Carlo

F e K[X, Y],
K =Q(v),
w = [K:Q],

M., le polynéme minimal de ~.

e 6 o6 o

Théoreme

Il existe un algorithme Monte-Carlo qui calcule T(F) en
O (ds dzw? log? e *[ht(M,,) + ht(F)])

opérations binaire, avec une probabilité d'erreur < €.
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