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Avant-propos

Ce mémoire est une synthése des travaux de recherches menés depuis mon arrivée au LIFL
en 1998. Il s’organise en trois theémes, décrits dans ’ordre chronologique.

La premiére partie, constituée du chapitre un, traite de 'expressivité des systémes de réécri-
ture. Ces travaux sont dans la continuité de ma thése soutenue en septembre 1997 au LORIA
sous la direction d’Adam Cichon. Ce sont mes racines. Je présente ici deux nouveaux résultats :
la classe de complexité des fonctions qui admettent des interprétations polynomiales et la borne
supérieure de la terminaison totale.

Ma nomination au LIFL s’est ensuite accompagnée d’une conversion thématique progressive
vers la bio-informatique, et c’est le sujet des chapitres suivants. Les chapitres deux, trois et
quatre sont consacrés a l'algorithmique des structures d’ARN. Nous y abordons le probléme de
la comparaison d’ARN & travers la comparaison de structures secondaires. D’un point de vue
combinatoire, cette question se décline en terme de distance entre arbres. La seconde direction
de recherche est I'inférence de structures pour des familles d’ARN homologues, qui a abouti a la
réalisation du logiciel Carnac dans le cadre de la thése d’Olivier Perriquet, soutenue en 2003.

L’objet du dernier chapitre est ’analyse bio-informatique des régions régulatrices. Ce théme
rejoint la dynamique scientifique créée autour de la modélisation des interactions moléculaires
avec déploiement de I’IRI sur Lille. Nous attaquons ce probléme par le biais de l’analyse & grande
échelle des sites de fixation de facteurs de transcription. Ce sont les sujets des théses de Matthieu
Defrance, débutée en 2003, et d’Aude Liefooghe, qui commence cet automne.

Cette énumeération peut avoir des allures d’inventaire & la Prévert. Il y a toutefois une lo-
gique sous-jacente. Concernant les aspects bio-informatiques, les études des structures d’ARN et
des signaux de régulation s’inscrivent dans une méme perspective d’analyse des génomes. Elles
participent aux efforts d’annotation des « zones d’ombre %, les régions non codantes conservées
révélées par les programmes de séquencage. De maniére plus générale, tous ces travaux ont été
nourris par le méme plaisir de faire de la recherche avec des chercheurs en mathématique, en
informatique et maintenant en biologie.

Le document a été rédigé en essayant de se dégager des contingences techniques, pour mettre
en valeur l'esprit plutét que la lettre. Les démonstrations sont donc omises et pourront étre
trouvées dans les différentes publications associées a ce travail [10, 26, 30, 107, 133, 134, 135].
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Chapitre 1

Expressivité des systémes de réécriture

Ce premier chapitre est consacré & ’analyse de la complexité des calculs dans le cadre de la
théorie de la réécriture. Comme pour tous les modéles de calcul, deux questions naturelles se
posent : le calcul termine-t-il et, si oui, en combien de temps. Nous développons cet aspect a
travers deux problémes : la classe de complexité des fonctions qui admettent des interprétations
polynomiales en section 1.2 et la borne supérieure de la terminaison totale en section 1.3.

1.1 Introduction

La réécriture est un modeéle de calcul & base de régles équationnelles du premier ordre. La
légéreté de sa syntaxe, son évidente analogie avec la programmation fonctionnelle en font un
cadre approprié pour étudier les propriétés des programmmes.

Formellement, un systéme de réécriture R est défini par

— un ensemble de symboles de fonctions F,

— un ensemble de variables &,

— un ensemble de régles [ — r construites sur l'algébre des termes 7 (F, X).
La relation de réécriture définie par R est la plus petite relation monotone, stable et transitive
induite par les régles de R. Un terme u se réécrit en un terme v en une étape de calcul s’il existe
un terme t(x) admettant exactement une seule occurrence de z, une substitution o : 7 (F, X) —
T(F,X) et une régle | — r de R satisfaisant v = t(lo) et v = t(ro).

La terminaison des systémes de réécriture est indécidable en général et reste indécidable
dans de nombreux cas particuliers [64, 14, 25, 45]. Pour remédier a ce probléme, la démonstra-
tion automatique a développé des techniques de preuve de terminaison destinées & I’analyse des
systémes de réécriture utilisés dans la spécification de programmes. Il s’agit par exemple des
preuves par interprétation, basées sur une analyse sémantique du systéme de réécriture, comme
les interprétations polynomiales ou plus généralement & base de fonctions croissantes sur les en-
tiers. D’autres approches encore proposent des critéres syntaxiques simples pour établir que la
relation de réécriture est compatible avec un ordre bien fondé de ’algébre de termes. C’est le cas
des ordres récursifs sur les chemins (MPO, Multiset Path Ordering [28], et LPO, Lexicographic
Path Ordering [73]) et de I'ordre de Knuth-Bendiz KBO [81]. Toutes ces méthodes établissent en
fait la terminaison totale (qui est également indécidable [154]).

Définition 1 (Terminaison totale). Soit 7 (F,X) une algébre de termes. Un ordre de ter-
minaison totale est un ordre bien-fondé total sur T (F) et monotone sur 7T (F,X). Un systéme
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de réécriture R défini sur 7 (F, X) termine totalement s’ existe un ordre de terminaison totale
compatible avec la relation de réécriture associée.

Un probléme corollaire & la terminaison est 'expressivité des ordres de terminaison. Une fois
la terminaison d’un systéme de réécriture établie, quelle information peut-on avoir concernant la
complexité du calcul associé 7 On définit les fonctions dir et Dig par :

di: T(F,X) — IN
t — max{digr(u)+1;t—r u}
Dl : N — IN

m +— max{n € IN; 3t € T(F,X),dlgr(t)=n A 1tI<m}

Dlg est appelée la complexité dérivationnelle ou la longueur de dérivation de R. Une analyse
quantitative de la terminaison présente plusieurs intéréts. Cela permet d’une part de déterminer
I’expressivité des techniques de preuves utilisées, de les classifier et de jauger leur limite. Le
second aspect est d’ordre pratique : la complexité dérivationnelle donne une information sur la
longueur du calcul associé au systéme de réécriture, et donc sur la complexité d’algorithmes de
résolution, de réduction reposant sur ce systéme. Enfin, la complexité dérivationnelle permet
d’analyser les fonctions définies directement par les systémes de constructeurs.

Définition 2 (Systéme de constructeurs). Un systéme de constructeurs est un systéme de
réécriture pour lequel la signature peut étre partitionnée en deux ensembles : les symboles définis
D et les symboles de constructeurs C. Tous les membres gauches de régles de réécriture sont de
la forme f(t1,...,tn) ow f est un symbole défini et t1,...,t, sont des termes de T(C,X). Les
termes clos en forme normale appartiennent a T (C).

Définition 3 (Représentation d’une fonction). Soit f, une fonction de A — B. f est
représentée ou calculée par un systéme de constructeurs R s’il existe un codage "' : AUB — T (C)
et un symbole défini "f" de méme arité que f, tels que pour tout u de A, "f("u') admette une
unique forme normale, égale a "f (u).

Dans ce cadre, la longueur de dérivation donne une information naturelle sur la classe de com-
plexité de la fonction représentée. C’est une conséquence des deux théorémes suivants.

Théoréme 1 (Kleene [76]). Soit f : IN? — IN une fonction calculable par une machine de
Turing M et soit Tag : INP — IN, tel que Taq(x1, ..., xp) est le temps de calcul de M sur Uentrée
(21,...,2p). Alors il eziste des fonctions récursives primitives o : IN — IN et Sit : NPT — IV
telles que

V(z1,...,zp) € NP f(x1,...,2p) = a(Sit(Tm(z1,. .., 2p), Z1,. .., Tp)).

Théoréme 2 (Handley - Wainer [51]). Soit f : IN?P — IN, une fonction représentée par un
systéeme de réécriture R. Alors il existe une machine de Turing M calculant f et une fonction
élémentaire h : IN — IN, telles que

Ve,...,xp € IN dig(fr("z1", ..., 2p") < h(Tm(xy, ..., xp)),

ot fr estla fonction qui représente f dans R et ow la fonction Th : INP — IN est définie comme
dans le théoréme 1.

Corollaire 1. Soit f une fonction sur les entiers.
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1. Si f est représentée par un systéme de réécriture dont la longueur de dérivation est récursive
primitive, alors f est elle-méme récursive primitive.

2. Si f est représentée par un systéme de réécriture dont la longueur de dérivation est récursive
multiple, alors f est elle-méme récursive multiple.

Les classes de complexité des longueurs de dérivation autorisées pour les interprétations polyno-
miales et les trois ordres MPO, LPO et KBO ont été caractérisées.

Théoréme 3.
— Les systémes qui admettent une interprétation polynomiale ont une longueur de dérivation
doublement exponentielle (Hofbauer et Lauteman [62]).
— Les systémes de réécriture qui réduisent sous MPO ont une longueur de dérivation primitive
récursive (Hofbauer [60], Buchholz [13]).
— Les systéemes de réécriture qui réduisent sous KBO ont une longueur de dérivation 2-
récursive (Lepper [85], Hofbauer [61]).
— Les systemes de réécriture qui réduisent sous LPO ont une longueur de dérivation multiple
récursive (Weiermann [146], Buchholz [13]).
Dans chacun des quatre cas, la borne est optimale.

Avec le corollaire 1, il s’ensuit que les fonctions qui terminent avec MPO sont exactement les
fonctions récursives primitives, et que les fonctions qui terminent avec LPO sont exactement les
fonctions multiples récursives.

Ces résultats peuvent s’analyser & au moins deux niveaux. Le premier niveau est celui de
Iutilisateur, du programmeur. Celui-ci ne peut qu’exprimer sa frustration face au caractére non
opérationnel des classes de complexité impliquées. Dans la hiérarchie de Grzegorczyk, qui fournit
une échelle de la complexité des fonctions, les fonctions exponentielles apparaissent & l'indice
3, les fonctions primitives récursives a l’indice w et les fonctions multiples récursives a l’indice
w*. En pratique, un calcul de méme longueur que la fonction d’Ackermann, d’indice w, ou un
calcul qui ne termine pas font peu de différence. Il faudrait pouvoir dégager des critéres simples
sur les ordres de terminaison qui garantissent que les fonctions soient calculables de maniére
effective. Nous abordons cette question en section 1.2, avec une nouvelle description de la classe
PTiME dans le cadre des interprétations polynomiales. Ces travaux s’inscrivent dans un projet
plus général de confronter les classes de complexité habituelles aux fonctions définissables par un
systéme de réécriture, avec 1’espoir d’obtenir de nouvelles caractérisations simples.

Le second point de vue est purement logique. Il s’agit de la limite théorique des méthodes
de preuve de terminaison qui utilisent les ordres de terminaison totale. L’ordre LPO, qui affiche
les plus longues dérivations, est-il le plus complexe possible ? Cette question pose le probléme
de l'expressivité du théoréme de Kruskal, et de la relation entre le type d’ordre d’un ordre de
terminaison totale et sa complexité dérivationelle. C’est le sujet de la section 1.3.

1.2 Terminaison par interprétation polynomiale

1.2.1 Définition

Une preuve de terminaison par interprétation consiste & associer a chaque symbole de fonction
g de F une fonction sur les entiers positifs [g] compatible avec le systéme de réécriture. Plus
précisément, [g] doit satisfaire
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— [g] admet un nombre de variables égal a ’arité de g,
— [g] est monotone, c’est-a-dire n<m = [g](---,n,---) <[g](---,m,---)
— Si g est un symbole de constante, alors [g] > 0. Dans les autres cas, [g](n1,- - ,nk) > n;,
pour i € [1,k].
L’interprétation [ | est étendue aux termes clos de maniére canonique :

lg(tr, s tn)] = [gl([ta], - - [En])

La compatibilité avec le systéme de réécriture s’écrit : pour toute régle I — r de R, on a [I] > [r]
sur le domaine des interprétations des termes clos. Les interprétations les plus couramment utili-
sées dans les systémes de preuve automatique de terminaison sont les interprétations polynomiales
sur les entiers ([126], Polo [46], Torpa [155],...). Assigner une interprétation polynomiale assure
la terminaison totale.

Exemple 1. Ce systéme de réécriture permet de définir la fonction carré, via la définition de
laddition et de la multiplication. Les constructeurs sont 0 et s.

Add(0,y) — y
Add(sz,y) — s(Add(zx,y))
Mul(0,y) — O
Mul(sz,y) — Add(y,Mul(z,y))
Sq(x) — Mul(x,x)
Il admet comme interprétation
0] = 2
[s](z) = x+1
[Add)(x,y) = 2z +vy
Mull(z,y) = 3zy
[Sql(z) = 32241

1.2.2 Complexité des fonctions

Le théoréme 3 indique que la terminaison par interprétation polynomiale n’assure pas la
terminaison en temps polynomial. On peut obtenir davantage d’informations en examinant le
contenu intentionnel des interprétations des symboles de constructeurs [20, 62|. L’exemple 2
motive cette démarche.

Exemple 2. On étend le systéeme de réécriture de l’exemple 1 pour définir la fonction factorielle

{ Fact(0) — s(0)

Fact(s(z)) — Mul(s(x),Fact(x))

1l est facile de vérifier, en raisonnant sur le degré, qu’il n’existe pas d’interprétation polynomiale
pour Fact compatible avec les interprétations précédentes de s, Add et Mul. I] est toutefois possible
de s’affranchir de cette limite par le truchement d’une astuce syntazique. On introduit un nouveau
symbole de constructeur q, et une fonction de traduction Trad pour gérer les deux types d’entiers.

Fact(0) — s(0)
Tr(q(z)) — s(Tr(z))
Tr(0) — 0
Fact(q(z)) — Mul(s(Tr(x)),Fact(x))
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La forme normale de Fact(q"(0)) est bien s™(0). Ce systéme alternatif admet une interprétation
polynomiale :
W) = 3@+2p
[Tr](z) = x+1
[Fact](z) = x+2

Cet exemple met en évidence le role sensible des constructeurs et des interprétations des
constructeurs. La contribution des constructeurs peut étre capturée par la définition de trois
classes, suivant le type du polynéme servant d’interprétation.

Classe 0 : polyndmes de la forme P(X1,...,X,;) = X1 +--- X, + ¢, avec ¢ > 0,

Classe 1 : polynémes de la forme P(Xy,...,X,) = a1 X1 + -+ apX,, + b avec
max{ai,...,an} > 1let b>0,

Classe 2 : polynémes de la forme P(X,...,X,) = Xfl x-ox XB" 4 R(Xy,...,Xy)
ot max{f1,...,0,} > 1 et R est un polynéme quelconque.

Cette classification permet de distinguer trois familles de systemes de réécriture.

Définition 4. Pour tout i de {0,1,2}, un systéme de réécriture est I1(i) s’il admet une interpré-
tation polynomiale pour laquelle les constructeurs sont interprétés par un polyndme de la classe
J, avec j < i. Une fonction est I1(i)-calculable s’il existe un systéme de réécriture 11(i) qui permet
de la calculer.

L’exemple 1 montre que l’addition et la multiplication sont des fonctions I1(0)-calculables,
et exemple 2 que la fonction factorielle est I1(2)-calculable.

Théoréme 4 (Bonfante, Cichon, Marion et Touzet [10]).

1. Les fonctions 11(0)-calculables sont exactement les fonctions de la classe PTIME des fonc-
tions calculables en temps polynomial.

2. Les fonctions II(1)-calculables sont exactement les fonctions calculables en temps exponen-
tiel.

3. Les fonctions 11(2)-calculables sont exactement les fonctions calculables en temps double-
ment exponentiel.

1.2.3 Cas non-déterministe

La réécriture fournit également un modeéle de calcul non-déterministe, avec les systémes de
réécriture non confluents. Modéle de calcul s’entend ici au sens de [82]. On munit ’ensemble
des termes clos de 7(C) d’une relation d’ordre, et une fonction f est calculable par un systéme
de réécriture non-confluent si "f(u)' = max{v € 7(C) | "f'("u") — v}. Cela conduit & une
classification analogue a celle de la définition 4 : une fonction est A(7)-calculable s’il existe un
systéme de réécriture (éventuellement non confluent) avec une interprétation polynomiale de
classe < ¢ qui la calcule au sens de la définition précédente.

Théoréme 5 (Bonfante, Cichon, Marion et Touzet [10]).

1. Les fonctions A(0)-calculables sont exactement les fonctions de la classe NPTIME des fonc-
tions calculables en temps polynomial non déterministe.

2. Les fonctions A(1)-calculables sont exactement les fonctions calculables en temps exponen-
tiel non-déterministe.
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3. Les fonctions A(2)-calculables sont exactement les fonctions calculables en temps double-
ment exponentiel non-déterministe.

Exemple 3. On peut calculer une cligue mazimale dans un graphe par un systéme de réécriture
non-confluent. Un graphe est décrit par une liste de neuds, V, et une liste d’arcs, E, un arc
étant une liste de deuxr neuds. Les symboles de fonctions is_edge, is_connected et is_clique
sont des prédicats : is_edge(u,v, E) teste si l'arc (u,v) appartient & E, is_connected(u,V, F)
teste si le neeud u est connecté a tous les neeuds de V' par les arcs de E et is_clique(V, E) teste
si les neeuds de V' sont totalement connectés par E.

Pour les constructeurs, nil et x permettent de construire des listes, et donc des graphes, sous
forme de listes de neeuds et de listes d’arcs. On introduit deur symboles de constante supplémen-
taires true et false pour représenter les booléens. L’ordre sous-jacent est false<true, et les
listes sont ordonnées suivant leur taille effective.

!

is_clique(ux K, FE and(is_connected(u, K, F),is_clique(K, FE))

build_clique(nil, K, E
build_clique(u*V, K, F
build_clique(u*V, K, E

if_then_else(is_clique(K, E), K,nil)
build_clique(V,ux K, E)
build_clique(V, K, F)

1l

!

and(true,true) — true
and(z,y) — false
if_then_else(true,z,y) — =
if_then_else(false,z,y) — ¥y
is_edge(u,v,nil) — false
is_edge(u,v, (u*xv)*x E) — true
is_edge(u,v, (v *v")x E) — is_edge(u/,v', F)
is_connected(u,nil, F) — false
is_connected(u,v * V, E) — and(is_edge(u,v,F),is_connected(u,V,E))
is_clique(nil, £) — true
)
)
)
)

La fonction build_clique est la fonction finale, qui construit les cliqgues. L’ensemble des formes
normales de build_clique(V,nil, E) est ezactement l’ensemble des cliques du graphe décrit par
V et E. Le systéeme admet une interprétation polynomiale, avec pour les symboles de constructeur

[true] = 1 nil] = 1
[false] = 1 [zxy] = z+y+1

et pour les symboles définis

and)(z,y) = z+y
[if_then_else|(z,y,2) = z+y+=z
[is_edge|(x,y,2) = z+y+z
[is_connected|(z,y,z) = (z+2)y
[is_cliquel(z,y) = 2%y
[build_clique](z,y,2) = (2z+y)%z

Cela montre que la fonction build_clique est A(0)-calculable : le probléme est dans classe NP.
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1.3 Expressivité de la terminaison totale

Nous nous intéressons maintenant & la borne supérieure de I’expressivité des ordres de termi-
naison totale, & leur limite théorique. Le théoréme 3 montre que les méthodes connues autorisent
au mieux des longueurs de dérivation multiples récursives avec LPO. Est-il possible de définir
des systémes de réécriture de complexité supérieure dans le cadre de la terminaison totale ? C’est
le sujet de cette section.

Les ordres de terminaison totale sont des ordres bien fondés totaux, c’est-a-dire des bons
ordres. Il existe un cadre logique privilégié pour 1’étude des bons ordres et de leur complexité :
les ordinaux, qui sont des représentants canoniques des bons ordres. Nous ne rappelons pas ici
les fondements de la théorie des ordinaux et les différents systémes de notation. Des références
classiques sont [108, 123] ou le récent et joliment nommé Why ordinals are good for you [87].

Indépendemment des systémes de réécriture et de leur longueur de dérivation, la complexité
d’un ordre de terminaison totale peut étre mesurée par son type d’ordre, c’est-a-dire 1’ordinal
auquel il est isomorphe. Nous commencons par replacer les ordres de terminaison totale dans le
contexte du théoréme de Kruskal, avec le plongement homéomorphique.

1.3.1 Le plongement homéomorphique

Définition 5 (Plongement homéomorphique). Soit (7 (F,X) une algébre de termes. Le
plongement homéomorphique (7 (F, X), Q) est le plus petit ordre satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

e monotonie : si u Jv, alors f(u) < f(t),
e sous-terme : ¢t I f(...,¢,...),
e élimination : f(...) < f(...,¢,...).

Le plongement homéomorphique induit une notion de simplicité syntaxique : un terme u est
inférieur & un second terme v si u peut étre déduit de v en effacant des noeuds de v.

Théoréme 6 (Kruskal [83]). Soit 7 (F,X) une algébre de termes engendrée par une signature
finie. Le plongement (T (F,X),<) est un bel-ordre-partiel.

Un bel-ordre-partiel est un ordre bien-fondé sans anti-chaines infinies. En d’autres termes,
tout ordre qui étend le plongement de Kruskal < est un ordre bien-fondé. Le théoréme de Kruskal
fournit ainsi un critére pour la définition d’ordres de terminaison, qui est en fait utilisé de maniére
dissimulée & chaque fois qu’on prouve la terminaison totale. En effet, sur une signature finie avec
des symboles d’arité fixe, les ordres de terminaison totale sont des ordres partiels compatibles
avec le plongement homéomorphique [36].

Cela implique que le type d’ordre d’un ordre de terminaison totale est borné par le type
d’ordre maximal du plongement homéomorphique. Quelle est la conséquence de cette remarque
pour la complexité dérivationelle ? Il faut regarder le cas des systémes de réécriture de mots, et
le cas général des systémes de réécriture de termes.

1.3.2 La réécriture de mots

Le cas particulier du théoréme de Kruskal sur les mots est connu comme le lemme de Higman,
formulé & partir de 1'ordre de division.
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Définition 6 (Ordre de division). Pour un alphabet A, l'ordre de division < est le plus petit
pré-ordre de A* satisfaisant les propriétés suivantes :

e sous-terme : Va € A, Yu € A*, u < au,

e monotonie : Vu,v € A*, Va € A, u<v = au < av.

Théoréme 7.
1. Pour tout alphabet fini A, (A*, <) est un bel ordre partiel (Higman [55]).

2. Le type d’ordre mazimal de (A*, Q) est W (De Jongh et Parikh [71]).

Tout ordre de terminaison totale sur les mots est donc de type d’ordre inférieur & w*” et les
dérivations de réécriture peuvent s’interpréter comme des suites ordinales décroissantes de w*”.
Dans ce cas, on peut en mesurer la longueur grace aux hiérarchies de fonctions indexées par les
ordinaux, et plus précisément grace a la hiérachie de Hardy.

Définition 7 (Hiérarchie de Hardy [52]). Pour tout ordinal « et tout entier n, on considére
la suite ordinale décroissante («;)icv définie par

oy =
ait1 = Poti(o) (Payi est le prédecesseur donné par une suite fondamentale pour ;).

La suite s’arréte quand elle atteint 0. Nous ’appelons une suite de Hardy. La fonction de Hardy
Hq : IN — IN associe G un entier n la longueur de la suite de Hardy initiée par (a,n).

La classe des fonctions multiples récursives est exactement la famille des fonctions de Hardy
indexées par les ordinaux de w*” (Robbin [111]). Cette propriété est & l'origine du théoréme
suivant, qui fait le lien entre la longueur des mauvaises suites pour ’ordre de division de Higman
et son type d’ordre maximal, w*”, via la hiérarchie de Hardy.

Théoréme 8 (Cichon and Tahhan Bittar [21]). Soit A un alphabet fini et k € IN. Pour
tout mot u de A*, on note 1ul la taille de u. Il existe une fonction multiple récursive ¢ telle que
toute suite (u;);cv de A* satisfaisant

o Vi,j€IN, i<j:>—|(ui§uj),
o Vice N, 1u;l <lugl+k xi,

soit de longueur bornée par ¢(lug!).

Ce résultat fournit incidemment une majoration multiple récursive de la longueur de dérivation
d’un systéme de réécriture de mots qui termine par terminaison totale. Il se trouve que, de fagon
un peu inattendue, cette borne est essentiellement optimale, c’est-a-dire que les systémes de
réécriture de mots qui terminent totalement épuisent la classe des fonctions récursives multiples
en terme de complexité dérivationnelle!. Deux arguments au moins rendent ce résultat non
intuitif. En premier lieu, les hypothéses du théoréme sont plus faibles que la terminaison totale
engendrée par un systéme de réécriture : elles ne supposent pas que le systéme de réécriture soit
fini, par exemple. De plus, dans le cas des mots, les ordres connus garantissent une longueur
de dérivation primitive récursive, bien moins élevée dans la hiérarchie de Grzegorczyk que les
fonctions multiples récursives.

! Cette question est liée a la résolution du probléme 81 de la RTA list of open problems
(http ://www.lsv.ens-cachan.fr/rtaloop/problems/81.html).
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Théoréme 9 (Touzet [133]). Pour toute fonction multiple récursive f, il existe un systéme de
réécriture de mots fini R qui termine totalement et tel que f est dominée par Dlig.

Le principe de la démonstration est de simuler les suites de Hardy pour w*” par un systéme de
réécriture de mots fini qui termine totalement. Nous illustrons son cheminement par un exemple.
Soit S, la suite de Hardy initi¢e par (w?,?2).

(W?2,2) = (W2,3) = (W +3,4) — (W+2,5) = (w+1,6) — (w,7) — (7,8)

On commence par coder les ordinaux de w*” par des mots. Pour cela, l'ordre LPO sur I’alphabet

{ao, ..., a;} fournit un systéme de notation O pour w*" :
O: W - A
0 — ¢
B+1 — agO(B)
T+w B = ainO(=1+ B)0(y)

Par exemple, Pentier n est représenté par af, w par ai, w + n par alay, w + w par ajag, w* par
ajai, ou w* = as. La suite de Hardy S devient

(ara1,2) — (arap,3) — (a8a1,4) — (agagpay, b) — (agai,6) — (a1,7) — (a8,8)

Il reste a transformer chaque couple (u,n) en un mot. On introduit simplement un nouveau
symbole | pour représenter les entiers en notation unaire : |” pour n, que 'on concaténe a u. La
suite de Hardy précédente s’écrit ainsi

llarar = [[larag = [[[lagar + [[[[lacaoar = [[[[laoar = [[[[[[lar = [[[[[|llag

A partir de 13, on définit une famille de systeémes de réécriture (R;);>0 qui permettent de simuler
les suites de Hardy pour w*' "' Le détail des régles est donné en figure 1.1 et la figure 1.2 montre
un exemple complet de dérivation. Le coeur de la preuve est constitué du lemme 1.

Lemme 1 (Touzet [133]). Pour tout i € IN, le systéme de réécriture de mots R; réduit sous un
ordre de terminaison totale de type d’ordre w“’%l, et Dir, domine la fonction de Hardy indexée

i
par w¥

1.3.3 La réécriture de termes

La construction sur les mots de la section 1.3 a été ensuite reprise et étendue aux systémes
de réécriture de termes par Lepper, en construisant un systéme de notation pour ¢ow(0) sur
une signature avec des symboles de fonction d’arité quelconque avec la notation de Bachmann
[108, 123]. L’ordinal ¢qw (0), le petit ordinal de Veblen, est le type d’ordre maximal du plongement
homéomorphique de Kruskal [119]. Les développements du codage sont ensuite identiques & ceux
du théoreme 9.

Théoréme 10 (Lepper [86]). Pour tout ordinal a < paw(0), il existe un systéme de réécriture
de termes fini dont la longueur de dérivation est plus que a-récursive.



12 Chapitre 1. Expressivité des systémes de réécriture

ayg — ©O (0,1)
o — e (0,2)
Ro of — |eo (0,3)
o — o (0,4)
o — ¢ (0,5)
ea;1a0 — kip1ai41 (i+1,1)
011 — ;1@ (i+1,2)
.ki—i-l — kH_lai (i+1,3)
Rit1 = Ril aj110 — 0Gj41 (i+1,4)
kiy1 — o (i+1,5)
a; ;1 — kip (i+1,6)

Fi1G. 1.1: Systémes de réécriture de mots R; (i € IN) pour les suites de Hardy
L’indice ordinal de la fonction de Hardy est codé sur {ao, ..., a;}*, 'argument entier par
un mot de {|}*. Les symboles o, e, k; sont des caractéres supplémentaires qui permettent
de faire fonctionner la machinerie.

Ce résultats épuise la majoration pour les mauvaises suites du plongement homéomorphique
formulée par Weiermann [145].

D’un point de vue pratique, les théorémes 9 et 10 sur les mots et sur les termes montrent que
les ordres de terminaison actuels n’exploitent pas toute ’expressivité des ordres de terminaison
totale. Il y a également un intérét méthodologique. Cela remet en question le principe de la
croissance lente, que 'on pourrait résumer ainsi :

La complexité dérivationnelle d'un systéme de réécriture qui termine totalement peut

se déduire du type d’ordre de ’ordre de terminaison par application de la hiérarchie

& croissance lente.
Cette theése a été postulée par Cichon [19] et développée notamment par Weiermann [99, 144].
Elle est avérée avec les ordres MPO et LPO :

MPO LPO

Type d'ordre  ,,(0) da- (0)

Longueur de dérivation Réc. primitive Réc. multiple

Les théorémes 9 et 10 montrent qu’il n’est pas possible de la généraliser & tous les ordres de
terminaison total, et inviteraient & formuler un principe alternatif, basé sur la hiérarchie de
Hardy, qui est de croissance plus rapide que la hiérarchie & croissance lente.
La complexité dérivationnelle d'un systéme de réécriture qui termine totalement peut
étre majorée par la fonction de Hardy indexée par le type d’ordre de ’ordre de ter-
minaison.
Enfin, I’expressivité de la terminaison totale sur les termes pour la définition de fonctions, avec des
systémes de réécriture de constructeurs, est ouverte. Sur les mots, les systémes de constructeurs
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(w2, 2) oHalal
(0,3)F
|| o* ajay .
[| o earar : :2
lla1 ® eas
llay ® k1 )
sk o (1,3)
lla1 © ag 9
[loarag (1’4)2
e o
(w2, 3) oH]alao

©.3)*©,57F
||| oe®eeajan

(1,1)
[[|oeoekia

(1,3)
||| ®®kiapay
(1,3)
||| ® k1apagar
(1,3)
[llk1apapapal
(1,5)
[I| 0 agapapal
(0,4)7(0,2)
(w+3,4) o||||apapapar
(0,5)
[lllapapaoar
(0,1)
[l 0 agagar
(0,4)7(0,2)
(w+2,5) o||l|laoaoar
1 (0,5)(0,1)(0,4) T (0,2)
(w+1,6) o||[[llaoa
1 (0,5)(0,1)(0,4) T (0,2)
(w,7) of[[I[|ax

(0,3)"(0,5)"
[[[||/|| o0 0 00eeea

(1,8)
[[[||/|| oo 0o00eek
1 (1,3t
[Hk1apapaoapapapan
(1,5)
[[[I[I] 0 agapapapapan
(0,4)"(0,2)

(7,8) | ellllllllaoaoaoaoaoaoao

Fi1G. 1.2: Exemple de dérivation

Dérivation de réécriture pour la suite de Hardy initiée & partir de (w?,2) simulée par
les régles du systéme R;. Les mots encadrés correspondent aux éléments de la suite de
Hardy, indiqués en clair & gauche. Les autres mots apparaissant dans la dérivation sont
des calculs intermédiaires. A droite figurent les régles de réécriture utilisées (voir figure
1.1).
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permettent de décrire les fonctions primitives récursives seulement, ce qui indique que la classe
de complexité est plus petite que pour les systémes quelconques.



Chapitre 2

La bio-informatique de ’ARN

Le deuxiéme théme de ce mémoire est ’algorithmique de I’ARN, que nous abordons & travers
deux problémes dans les chapitres 3 et 4 : la comparaison d’ARN et la prédiction de structures.
Les ARN sont des molécules dont le traitement informatique posent des problémes combinatoires
spécifiques en raison de la formation de motifs structurels impliquant des interactions a longue
portée au sein de la séquence. A titre d’introduction, ce chapitre présente a grands traits la
biologie de ’ARN, les relations entretenues par la séquence et la structure et la modélisation
de la structure. Suivant les précautions d’usage, c’est une présentation basique & l'usage du
non-spécialiste et déformée par le prisme des problémes de bio-informatique qui vont suivre.

2.1 L’ARN dans la cellule

Chez les organismes vivants, les mécanismes de la cellule sont orchestrés par trois grands
types de molécules : ’ADN (acide désoxyribonucléique), ’ARN (acide ribonucléique) et les pro-
téines. Schématiquement, ’ADN porte 'information génétique, transmise au fil des générations
cellulaires, et les protéines expriment cette information, & partir de la transcription et de la
traduction des génes (figure 2.1). Dans ce schéma, le role de 'ARN est multiple et diversifié.

I’ARN est d’abord souvent décrit pour son réle essentiel dans la machinerie de la synthése
protéique. Il intervient tant au niveau de la transcription, avec les ARN messagers, qu’au niveau
de la traduction avec les ARN de transfert et les ARN ribosomiques. La figure 2.2 illustre ce
processus. A la différence des ARN messagers, les ARN de transfert et les difféerents ARN ribo-
somiques sont fonctionnels en tant qu’ARN, sans étre traduits en protéine. Ce sont ces ARN,
appelés génes a ARN ou ARN non codants qui vont motiver les travaux de ce mémoire. On sait
maintenant que le champ d’action des ARN non-codants dépasse des exemples historiques de
I’ARN de transfert et des ARN ribosomiques. Les deux articles de revue Non-coding RNA genes
and the modern RNA world [32] et Breakthrough of the year - small RNAs make big splash [24]
ont & cet égard des titres explicites. Une premiére découverte décisive, couronnée par le prix
Nobel de chimie, date des années 80 avec la mise en évidence que ’ARN possédait des propriétés
catalytiques a I’égal des protéines, avec les introns de groupe 1. Cette nouvelle fonction a ouvert
la voie aux ribozymes, avec les RNase P (ribonucléases P), les introns de groupe II, et méme
les ARN ribosomiques. Plus récemment, ’étude des génomes eucaryotes a révélé l'existence de
nombreuses petites molécules d’ARN insoupconnées. Cela comprend les petits ARN nucléaires,
impliqués dans ’épissage, les petits ARN nucléolaires, qui participent aux modifications chi-
miques du ribosome, les micro-ARN, qui agissent sur l'inhibition de 'expression de génes.

15
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AU c CuyuaG
ARN messager Traduction
A T
¢ ¢ protéine
G C Transcription
G C
T A \
A U
A c ARN de transfert
ADN c G ARN ribosomiques
= A U RNase P, micro ARN
genome ¢ G snARN, etc.
ARN
Fia. 2.1: Synthése des ARN et des protéines

oucuueeeuCcé-éA.él}L}AAuUL]JCUALIJC

Fi1G. 2.2: L’ARN messager, ’ARN de transfert et les ARN ribosomiques dans la traduc-
tion
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Ces observations réévaluent largement le role stratégique des génes & ARN et permettent de
penser que ceux-ci sont des acteurs indispensables de ’expression et de la régulation des génes
aux coOtés des protéines.

2.2 Structure de ’ARN

La capacité des ARN & intervenir dans des processus métaboliques variés est liée & ses facultés
de repliement et & la réactivité de ses bases au sein des structures ainsi formées. En comparai-
son avec ’ADN dont il est pourtant chimiquement proche, ’ARN jouit d’une grande souplesse
structurale.

La chaine principale de ’ARN est composée de sucres, les riboses, liés entre eux par des phos-
phates. A chaque ribose est attachée une base, purique ou pyrimidique, qui sont les constituants
fondamentaux. L’ARN a quatre bases différentes : I’adénine, la guanine, la cytosine et 'uracile.
Les trois premiéres participent également & la constitution de I’ADN, et l'uracile remplace la
thymine comme base complémentaire de ’adénine.

A la différence notable de 'ADN, ARN est une molécule simple brin. Cela autorise les bases
de la molécule & s’apparier entre elles, formant des liaisons hydrogéne.

tige
A CUCG

UG A G C ¥ boucle

Les appariements les plus courants, canoniques, sont les appariements de Watson-Crick (A-
U, C-G), a 'image de 'ADN, et les appariements faibles (U-G). Mais pratiquement tous les
appariements sont observés [101]. Les appariements ne sont pas isolés. Ils se forment de maniére
contigue, pour construire des tiges, stabilisées par empilement avec les appariements adjacents.
Les régions restées non appariées forment des boucles. Cela conduit & une configuration spatiale
qui conditionne la fonction de la molécule. Cette structure est décrite par une classification en
quatre niveaux hiérarchiques. La figure 2.3 montre les quatre niveaux de structure pour ’ARN¢.

La structure primaire est la suite de nucléotides, orientée de 5’ en 3’, qui s’obtient par séquencage.
La structure primaire est généralement symbolisée par un mot sur l’alphabet {A,U,C,G}.

La structure secondaire est 1’ensemble des appariements entre bases, qui sont emboités < ou
juxtaposés < : (i,7) < (k1) si {k <ietj<l}et(ij)<(k,)sij<k.

Tiges emboitées Tiges juxtaposées

La structure tertiaire inclut les appariements résiduels : pseudo-nceuds (appariements chevau-
chants), triplets (appariements a trois), quartets (& quatre), appariements isolés.
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123 1234 321 1234 123 1234 321 4321

Exemples de pseudo-nceuds

Enfin, la structure spatiale désigne la configuration de la molécule dans ’espace. A l'instar
de ’ADN, les tiges s’enroulent en doubles hélices. La double hélice de ’ARN différe toutefois
de celle de ’ADN en raison de la présence du ribose, au lieu du désoxyribose, dans le squelette
sucre-phosphate de la chaine. C’est une double hélice de type A, et non de type B, orientée
également vers la droite, mais plus courte et plus large, avec 11 paires de bases par tour, et
non 10. Comme pour les protéines, le repliement est dirigé par des forces hydrophobes [122]. I
est également gouverné par les molécules — ions et surtout protéines — avec lesquelles ’ARN va
interargir [132]. Dans la grande majorité des cas, les ARN ne restent pas nus. Ils s’assemblent
avec des protéines pour former des complexes fonctionnels. C’est le cas des ribosomes ou des
ribonucléases.

2.3 Le statut privilégié de la structure secondaire

2.3.1 L’analyse informatique des ARN

L’ARN est donc un objet combinatoire complexe, qui pose des problémes spécifiques de
compréhension des relations entre la séquence et la structure. Il est généralement admis que
la fonction d’une molécule est davantage portée par sa structure que sa séquence. Dans cette
perspective, I’analyse des ARN est a 1’origine des thémes de recherche suivants.

Prédiction de structure. On sait établir la structure tridimensionnelle des ARN par analyse de
spectres de diffraction aux rayons X obtenus sur des cristaux moléculaires. Mais cela reste une
activité exceptionnelle, beaucoup plus lourde que le seul séquencage de la molécule. Dés les
prémices de la bio-informatique ont été proposés des algorithmes pour inférer la structure des
ARN & partir de la connaissance de la structure primaire [103, 118].

Comparaison. 11 s’agit de comparer des molécules d’ARN en tenant compte des différents niveaux
de structure. La comparaison peut s’appliquer a des structures exactes ou des structures prédites.
Elle permet de mettre en lumiére les motifs conservés, motif s’entendant ici au sens nucléique et
au sens structural, ou les régions de divergence.

Localisation. Quand on a modélisé la structure d’une famille d’ARN, on peut en dériver des
stratégies pour localiser les occurrences des génes de cette famille sur un génome. Des programmes
dédiés ont ainsi été développés pour la recherche d’ARNt [92, 34] ou de RNase P [22]. Quelques
algorithmes existent pour des descripteurs universels, tels que Palingol [9] ou Erpin [44].
Prédiction de génes. 11 s’agit de la détection des génes & ARN sur un génome, sans connaissance
a priori de la structure des génes impliqués. C’est la contrepartie ribonucléique des méthodes de
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Fia. 2.3: Les quatre niveaux de structure dans ’ARNt de ’Alanine chez F.coli.

La structure primaire (1) compte 78 bases, qui s’organisent en structure secondaire avec
quatre tiges, sous une forme habituellement qualifiée de feuille de tréfle (2). La structure
tertiaire (3) fait apparaitre des pseudo-nceuds, avec notamment les deux bras opposés qui
se rapprochent dans un motif de kissing helices. Enfin, en trois dimensions, la molécule
adopte une configuration en L inversé (4). Ce repliement est stabilisé par les interactions
tertiaires. L’ARN de transfert est le premier ARN non codant pour lequel la structure
a été résolue, par cristallographie [75].
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e 1))«
GTCCGAATAGCTCAGCTGGATAGAGCAA
GCACTCGTAGCTTAAC-GGATAAAGCAT TGACTACGGATCA
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AGCCTTCTAAGCT
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TCGGTCGGGGGTTCGAATCCCTCTTCGGACGCCA
AAGGTTGCAGGTTCGAATCCTGCCGAGTGCA--
GGGGTTGGAGGTTCGAATCCTCTCGTGGACACCA
GAGGTTATGGGTTCGACTCCTATCGGGCGCG--
AAGGTTGTAGGTTCGAGTCCTACTGGGTGCA--
AAGGTTAGGGGTTCGACTCCTCTCGGGCGCGCCA
TGGGCCGCAGGTTCGAATCCTGCAGGGCGCGCCA

GCACCCATAGCGCAACTGGATAGAGTGT TGACTACGAATCA
GCGCCCGTAGCTCAATTGGATAGAGCGT TGACTACGGATCA
GCGCCCTTAGCTCAGTTGGATAGAGCAA GACCTTCTAAGTC

QP Q> AQP>

F1a. 2.4: Mutations compensatoires

La figure représente un alignement de sept séquences d’ARN de transfert, pour les-
quelles la structure commune est indiquée, en premiére ligne. Les deux colonnes isolées
participent & un méme appariement et font apparaitre des mutations compensatoires.

prédiction de génes pour les protéines basées sur le modeéle statistique de la table d’usage des
codons, par exemple. Pour ’ARN, ce probléme est trés partiellement résolu, faute de modeéle.

Toutes ces questions sont généralement traitées au niveau de la structure secondaire, plutot
qu’a celui de la structure tertiaire, voire tri-dimensionnelle. Cela s’explique par le role prépon-
dérant de la structure secondaire et par sa relative maniabilité.

2.3.2 Comment évoluent les ARN

Dans les génes codant pour les protéines, la pression de sélection s’exerce essentiellement sur
la séquence traduite. On observe ainsi des mutations silencieuses au niveau du géne, qui n’auront
pas d’effet sur ’acide aminé apreés traduction. Par exemple, le troisiéme nucléotide, qui est le
moins contraint dans le code génétique, a un taux de variabilité plus important que les deux
positions précédentes.

On peut faire un paralléle avec 1’évolution des génes a ARN. L’équivalent des mutations
silencieuses sont en quelque sorte les mutations compensatoires. Le principe est le suivant. Quand
une base impliquée dans un appariement mute, la base complémentaire mute également, pour
maintenir I’appariement et préserver la structure. La figure 2.4 montre un alignement de sept
séquences d’ARNt, ol apparaissent des mutations compensatoires.

Cela signifie que ce sont essentiellement les niveaux de structure secondaire et tertiaire qui
supportent la pression de sélection, et non la structure primaire. Par exemple, la structure de
I’ARN de transfert en feuille de tréfle, présentée en figure 2.3 est conservée dans les différents
reégnes. C’est d’ailleurs cette propriété qui a permis d’inférer correctement la structure & partir
d’une famille d’ARN¢t [89], plusieurs années avant la détermination expérimentale. Quand on
regarde les séquences, le pourcentage d’identité moyen est de 42% seulement (RFAM [49], entrée
RF0005).

La figure 2.5 donne un second exemple de conservation. Il s’agit de RNase P de deux pro-
téobactéries de la sous-division delta/epsilon. Les deux structures secondaires sont quasiment
identiques, alors qu’il y a une forte divergence au niveau de la structure primaire. Quand on
considére des organismes plus éloignés, une étude phylogénétique entre les eucaryotes et les
bactéries montre que la structure secondaire formant le coeur catalytique de la molécule reste
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conservée [40].

2.3.3 Structure secondaire vs structure tertiaire

La structure primaire est donc peu informative pour les molécules d’ARN, et une analyse
pertinente doit prendre en compte les niveaux de structures supérieurs. Dans ce mémoire, nous
accordons un roéle prépondérant & la structure secondaire.

Le premier argument est numérique : la structure secondaire couvre la majorité des apparie-
ments, souvent plus de 90% dans les génes de plus de 60 bases. C’est donc une approximation
satisfaisante de la structure tertiaire, tout en offrant ’avantage d’une structure combinatoire plus
simple. D’un point de vue algorithmique, la prise en compte des interactions tertiaires et a for-
tiori du repliement en trois dimensions change la nature des questions a traiter. Que ce soit pour
la prédiction, la comparaison, la majorité des problémes deviennent NP-complets [93, 69, 139].

Cette distinction de la structure secondaire trouve également une justification biologique. En
effet, les niveaux de structure secondaire et tertiaire peuvent étre séparés expérimentalement
[132, 147, 153], et donc observés indépendemment. De plus, la cinétique du repliement fait que
la structure secondaire est un préalable & la structure tertiaire. Une fois la structure secondaire
formée, les tiges s’agencent dans l’espace pour former la structure tridimensionnelle. C’est & cette
étape que se forment les pseudo-nceuds et les autres interactions tertiaires. Il est possible que
le repliement final occasionne des remaniements au sein de la structure secondaire initiale et
que la structure secondaire finale (déduite théoriquement a partir de la structure tertiaire) ne
corresponde donc pas exactement a la structure secondaire initiale [153]. Mais beaucoup de tiges
sont communes. La structure secondaire constitue 1’échaffaudage a partir duquel la structure
tertiaire va se batir [104].

Ces propriétés expliquent que bien que la structure secondaire ne recele pas toute l'informa-
tion, elle soit conservée au fil de I’évolution. On peut donc voir la structure secondaire comme une
trace de la structure tridimensionnelle, trace accessible au calcul. Cela rend son étude légitime et
c’est dans cette perspective que nous travaillons. La comparaison de structures secondaires per-
met ainsi de fournir de meilleurs alignements que sur la seule structure primaire, idéalement des
alignements compatibles avec la structure tridimensionnelle. Quant & la prédiction, 1’inférence
de la structure secondaire commune pour une famille d’ARN homologues permet de capturer
I’essentiel de la structure tertiaire.

2.3.4 Représentation de la structure secondaire

Pour pouvoir manipuler les structures secondaires d’ARN;, il faut se donner une représentation
symbolique. Cela doit étre une description informative, qui exprime la contribution de la structure
a la fonction, et qui capture I’homologie entre plusieurs ARN. Ce probléme est non-trivial, et
reste encore ouvert & toutes les reflexions. Les solutions les plus courantes font appel & des arbres
ordonnés.

En effet, la définition de la structure secondaire, qui exclut les croisements entre les bases
appariées, invite naturellement a penser a une structure arborescente. C’est une expression bien
parenthésée, oll une parenthése ouvrante correspond au nucléotide en 5’ et la parenthése fermante
au nucléotide en 3’ d’un appariement. Cela revient & considérer des foréts ordonnées. Une feuille
de l'arbre correspond & une base libre, étiquetée par un élément de {A,U,C, G}, et un nceud
interne & un couple de bases appariées, étiqueté par un élément de {A,U,C, G} x {A,U,C,G}.
Les labels des nceuds intégrent ainsi les informations de structure primaire. La figure 2.6-1 montre
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Fia. 2.5: RNase P pour les deux bactéries D.desulfuricans et C.jejuni

Les RNases P (ribonucléases P) sont connues pour leur fonction catalytique : elles inter-
viennent dans la maturation des ARNt par clivage de la partie 5’ de ’ARN précurseur.
En haut sont représentées les structures pour deux bactéries de la famille delta/epsilon,
D.desulfuricans et C.jejuni extraites de [11]. La conservation est manifeste. En bas figure
Palignement des deux séquences réalisé avec l'algorithme de Needleman & Wunsch. Le
pourcentage d’identité est égal a 49,5% seulement. La structure secondaire est reportée
sur l'alignement sous la forme d'une expression parenthésée (l’alternance des symboles
< et [ a pour but de faciliter la lecture). Cette indication fait apparaitre des incohérences
qui invalident 1’alignement.
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I’arbre associé & 'ARN de transfert de la figure 2.3. En terme d’édition, on peut définir trois
opérations élémentaires, & 'image de celles définies pour 1’alignement de séquences d’ADN ou de
protéines.

— Substitution : on remplace un label par un autre.

— Insertion : on ajoute un noeud a un arbre.

— Délétion : on supprime un nceud & un arbre. Les fils de ce nceud deviennent ainsi les fils

du pére.

Pour chacune de ces opérations, les modifications sur les nceuds internes correspondent & des
altérations de bases appariées. La substitution s’interpréte alors comme la mutation d’une paire
de bases, avec mutation compensatoire, dans les tiges. Les modifications sur les feuilles corres-
pondent & des boucles.

Ce premier modéle interdit toute opération d’édition entre les bases libres et les bases ap-
pariées. D’un point de vue biochimique, on ne peut pas exprimer simplement la cassure d’un
pont hydrogéne entre deux bases. On peut intégrer cette contrainte en enrichissant 1’ensemble
des opérations d’édition [68]. Une autre variation, proposée dans [56], est de représenter chaque
paires de bases par un triplets de nceuds : un nceud interne pour 'appariement, accompagné de
deux feuilles pour les deux bases (figure 2.6-2). Chaque base est ainsi exactement représentée par
une feuille. Ce modéle autorise également les recompositions de paires.

Un inconvénient commun & ces deux codages est qu’ils raisonnent au niveau d’une base,
ou d’une paire de bases. Ils ne reflétent pas de maniére intrinséque les propriétés de voisinage
entre bases libres et au sein des tiges. Ainsi, il n’y a pas de différence, en terme d’édition, entre
supprimer une tige formée par I’empilement de trois paires, ou supprimer trois paires au sein
d’une tige plus longue. Le niveau de description est trop détaillé pour étre informatif. Ces codages
autorisent également des événements évolutifs improbables, tels que la combinaison de tiges.

Un meilleur modéle doit pouvoir rendre compte de l'organisation en tiges et en boucles de
la structure secondaire. Une premiére solution est de compacter 'arbre initial verticalement et
horizontalement [37]. Un nceud interne correspond alors & une tige, et une feuille & une boucle
(voir Figure 2.6-3). Cette représentation ménage la possibilité d’intégrer dans le systéme de score,
sans colt algorithmique, la différence entre retirer un appariement dans une tige (substitution
dans un nceud interne), et supprimer une tige, ce qui modifie la structure de la molécule.

La structure d’une tige et son encombrement dans ’espace dépendent essentiellement de sa
longueur. En revanche, les contributions des bases libres & la structure finale sont plus sensibles.
Les boucles participent & la direction spatiale des tiges en fonction de leur localisation dans
la molécule et de leur degré. On classifie ainsi les boucles en quatre types [124] : les boucles
terminales H, qui forment des structures en épingles a cheveux avec la tige associée, les boucles
internes I, qui s’intercalent dans une tige, les renflements B et les boucles & embranchement
multiple M. Les tiges non terminales sont S (voir figure 2.7). Formellement, la syntaxe d’une
structure secondaire « SIBMH » est décrite par la grammaire

X — sYslh B
Y — mTm|iXibXb
T — XT|X

La figure 2.8 présente un exemple détaillé pour ARNr 5S. Cette philosophie de représentation
modulaire en éléments structuraux peut étre raffinée avec des modéles multi-couches ou multi-
échelles [105].
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F1G. 2.6: Quatre représentations arborescentes pour la structure secondaire de ’ARN
de transfert de I’Alanine chez F.coli

Cette figure reprend la structure secondaire de la figure 2.3 codée sous forme d’arbre
complet (1), d’arbre avec triplets pour chaque paire de bases (2), d’arbre compacté (3)
et avec un codage par modules SIBMH (4).
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Eod R d A

tige-boucle ou renflement hélice (ou tige) boucle interne multi-boucle
épingle & cheveux (B pour bulge) (S pour stem) (I pour (M pour multi-loop)
(H pour hairpin) internal loop)

Fia. 2.7: Eléements structuraux constituant une structure secondaire

Fia. 2.8: ARN ribosomique 5S de E.coli

Cette figure montre la correspondance entre ’arbre compacté sans étiquettes et la re-
présentation modulaire SIBMH sur ’exemple de la structure secondaire de I’ARN ribo-
somique 5S de E. coli.
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Chapitre 3

Algorithmes pour la comparaison de
molécules d’ARN

La motivation pour comparer syntaxiquement des molécules est que la similitude révéle une
proximité de fonction et que les régions conservées sont fonctionnellement importantes. Shapiro
est le premier & avoir appliqué ce postulat fondateur de maniére systématique & des génes a
ARN [124]. La comparaison peut étre également utilisée a des fins de phylogénie [23]. Elle trouve
d’autres applications avec des structures prédites, pour décider par exemple si deux séquences
pourraient étre homologues.

Comment comparer deux ARN ? Pour que la comparaison fasse du sens, il faut ’adresser &
un niveau fonctionnel, c’est-a-dire contenant au moins la structure secondaire. La section 2.3.4
montre que les représentations usuelles de la structure secondaire de 'ARN se réduisent & des
structures d’arbres. On est donc ramené & un cadre algorithmique de comparaison d’arbres qui
dépasse le contexte de la biologie moléculaire. Il y a deux paradigmes pour cela : la distance
d’édition et ’alignement, dont nous discutons et dont nous voyons les mérites comparés.

Ce chapitre dresse un panorama assez touffu des principaux algorithmes de comparaison en
proposant plusieurs déclinaisons adaptées au contexte de ’ARN : les pénalités de gaps, la compa-
raison locale, I'intégration de contraintes. L’exposé s’appuie 'introduction du graphe d’édition.

3.1 Arbres et foréts

3.1.1 Notations

Un arbre est un neceud (la racine) connecté a une forét, c’est-a-dire une suite finie ordonnée
d’arbres disjoints. On note ¢(Ajo---0A,) l’arbre composé du nceud ¢ connecté a la suite d’arbres
Ay, ..., A,. Par convention, ¢ désigne ’arbre vide aussi bien que la forét vide. Un arbre est une
forét particuliére. Nous utilisons les notations suivantes.

— |F| est la taille, c’est-a-dire le nombre de nceuds, de F

— depth(i) est la profondeur du nceud 4, 'arbre de référence étant précisé par le contexte,

— height(F) est la hauteur de la forét F,

deg(i) est le degré du noeud i, c’est-a-dire son nombre de fils. Par extension, deg(F') désigne
le degré maximal d’un nceud de F/,

— #leaves(F') est le nombres de feuilles de F'.

27
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3.1.2 Distance d’édition

Le modéle de la distance d’édition pour comparer deux arbres, ou deux foréts, a été introduit
par Tai [130]. Nous avons défini au chapitre précédent les trois opérations d’édition élémentaires :

— Substitution : on remplace un label par un autre : /(Ajo0---0A,) — l/(Ajo---0Ay)

— Insertion : on ajoute un noeud a un arbre : f — £(f)

— Délétion : on supprime un nceud & un arbre. Les fils de ce nceud deviennent ainsi les fils

du pére : {(f) — f

Un script d’édition entre deux foréts F' et G est une suite d’opérations d’édition transformant F'
en (G. L’ordre dans lequel sont appliquées les opérations d’édition est souvent significatif. Si on
assigne un colt & chacune des opérations d’édition, la distance entre deux foréts F' et G est le
cotit minimal nécessaire d’un script d’édition qui transforme F en G. A chaque script d’édition
correspond un mapping, qui est simplement le sous-ensemble de F' x G constitué des couples (i, )
tels que ¢ est substitué en j.

On peut également voir le probléme sous 'angle de la similitude. Les insertions et les délétions
ont des scores négatifs, la substitution un score positif ou négatif suivant les symboles en jeu.
La similitude correspond alors au score maximal d’un script d’édition. Par la suite, par confort,
nous utiliserons souvent le terme distance, méme s'il s’agit de similitude, pour faire référence au
modeéle de comparaison défini par ces trois opérations d’édition. On note d(F, G) la distance, ou
la similitude, entre F' et G.

3.1.3 Sous-foréts

A linstar de l’alignement sur les séquences, les algorithmes de comparaison d’arbres tra-
vaillent par programmation dynamique, par décompositions successives des foréts considérées.
A cet effet, nous définissons plusieurs types de sous-forét, qui apparaitront au fil des sections
suivantes.

Définition 8 (Sous-arbre, sous-arbre complet, forét droite, gauche, suffixe, close,
spéciale). Soit F', une forét.

1. Un sous-arbre de F' est un sous-graphe conneze de F'.

2. Un sous-arbre complet de F' est un sous-arbre A tel que pour tout neud x de A, les des-
cendants de x appartiennent a A. Un sous-arbre complet est ainsi caractérisé par un neud
i, la racine de A. On note F(i) le sous-arbre complet associé a i.

3. L’ensemble des sous-foréts gauches de F' est le plus petit ensemble satisfaisant
— F est une forét gauche et pour tout neud i de F', F(i) est une forét gauche,
- sitol(g) est une forét gauche, alors t o g est également une forét gauche.

4. De méme, l'ensemble des sous-foréts droites de F' est le plus petit ensemble satisfaisant
— F est une forét droite et pour tout neud i de F, F(i) est une forét droite,
— si £(g) ot est une forét droite, alors got est également une forét droite.

5. L’ensemble des sous-foréts suffixes de F' est le plus petit ensemble satisfaisant
— F est une forét suffize,
— pour tout neud i de F, si F(i) = L(f), alors f est une forét suffize,
- 51 4(g) ot est une forét suffize, alors t est également une forét suffize.

6. L’ensemble des sous-foréts closes de F' est le plus petit ensemble satisfaisant
- F est une forét close,
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— pour tout neud i de F, si F(i) = L(f), alors f est une forét close,
— si £(g) ot est une forét close, alors t est également une forét close,
— sitol(g) est une forét close, alors t est également une forét close.
7. L’ensemble Special(F') des sous-foréts spéciales de F' est le plus petit ensemble satisfaisant
— F est une forét spéciale,
— pour tout neud i de F, F (i) est une forét spéciale,
- 51 4(g) ot est une forét spéciale, alors g ot est également une forét spéciale,
— sitol(g) est une forét spéciale, alors t o g est également une forét spéciale.

Les foréts droites, gauches, closes et suffixes et les sous-arbres complets sont des exemples
de foréts spéciales. On note #left(F') le nombre de sous-foréts gauches, #right(F’) le nombre
de sous-foréts droites, #suffixe(F') le nombre de sous-foréts suffixes, #close(F') le nombre de
sous-foréts closes, et #special(F') le nombre de foréts spéciales de F.

Proposition 1. Soit A un arbre.
#right(A) = > (JA®G@)|,i € A) — > (|A()|,J est un fils droit)

#left(A) = > (JAG)|,i€ A) — > (|A(G)|,j est un fils gauche)
#suffixe(4) = |4]
#tclose(A) = > (deg(i)(deg(i)+1)/2,i € A)
#special(A) W — Y ica lA@)|  (Dulucq et Touzet [30])

3.2 Algorithmes pour la distance d’édition entre arbres

3.2.1 Le graphe d’édition

On peut présenter I'algorithme classique de distance entre deux mots comme un probléme de
chemin de colt optimal dans un graphe. Soient u et v, deux mots & aligner, de longueur m et n,
indexés a partir de 0. On associe & u et v un graphe orienté constitué de nceuds de 0..n x 0..m.
C’est en fait une grille de taille (n + 1) - (m + 1). De chaque nceud (4, j) sont issus trois arcs

(i,7) ~ (1 +1,7) étiqueté par le cott d’une délétion de u(i)
(i,7) ~ (1,5 + 1) étiqueté par le cotit d’une insertion de v(j)
(4,7) ~ (i+ 1,7+ 1) étiqueté par le cotit d'une substitution de u(i) en v(j)

Les chemins menant du nceud (0,0) au nceud (m,n) sont exactement tous les alignements pos-
sibles. L’alignement optimal est obtenu en construisant le chemin de score maximal. Ce point de
vue est en fait une simple reformulation visuelle de I'algorithme de programmation dynamique
usuel [102, 141].

On peut généraliser le graphe d’édition sur les mots & la distance entre arbres. Un mapping
entre deux arbres induit un alignement entre les deux mots formés par les notations préfixes
de ces deux arbres. Bien siir, tous les alignements ne sont pas corrects. L’alignement doit étre
cohérent avec la structure de l’arbre. Si ¢ est substitué & j, alors A(7) et B(j) doivent correspondre
dans le mapping. Sur le graphe d’édition, cela signifie que si un chemin passe par un arc diagonal
(1,7) ~ (i + 1,7+ 1), alors il doit passer par le nceud (i + 1,7 + k) ou [ est la taille de A(i) et k
est la taille de B(j).

De cette remarque vient 1'idée du graphe d’édition dédié a la distance d’édition entre arbres.

Les noeuds sont les mémes, ainsi que les arcs horizontaux et verticaux associés aux opérations de
délétion et d’insertion. Seuls les arcs correspondant & une substitution sont modifiés.
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1o
1

insertions et délétions substitutions

FiG. 3.1: Graphe d’édition pour la distance d’édition entre arbres

(i,j) ~ (i +1,7) étiqueté par le cotit d'une délétion de wu(7)
(i,j) ~ (i,j +1) étiqueté par le colit d’une insertion de v(y)
(i, 5) ~ (i +[AG)],j + [B(j)]) étiqueté par d(A(i), B(j))

La figure 3.1 donne un exemple. Comment retracer le mapping & partir de ce graphe d’édition ?
Une premiére recherche de chemin optimal de (0, 0) vers (m,n) donne les couples de nceuds sans
ancétres appartenant au mapping optimal. 11 faut ensuite recommencer récursivement sur les
couples de sous-arbres correspondant aux nceuds apparaissant dans cette ébauche de mapping.

Proposition 2. La donnée du graphe d’édition entre arbres permet de construire le mapping
optimal en temps O(n?) et en espace O(n?).

Les algorithmes de distance d’édition présentés dans la suite de cette section permettent tous de
calculer le graphe d’édition.

3.2.2 Algorithme de Zhang-Shasha

C’est le premier algorithme efficace qui a été proposé pour la distance entre arbres, qui est
mis en ceuvre dans le Vienna RNA Package [57]. Le principe est de décomposer les deux arbres
suivant les opérations d’édition & appliquer. C’est le méme mode opératoire que ’algorithme de
distance d’édition entre séquences. La premiére opération concerne nécessairement la racine d’au
moins un des deux arbres.

ca(f) +d(f,0'(g)) deélétion de ¢
die(f),?(g)) = max<] ¢ (0')+d¢(f),g) insertion de ¢’ (3.1)
cs(,0')+d(f,g) substitution de ¢ en ¢

Cela pose maintenant le probléme de la distance pour des foréts. L’insertion et la délétion sont
similaires aux formules de récurrence dans le cas des mots. La substitution génére deux nouveaux
appels récursifs.

d(t o ((f),vel(g)) =

cg(0)+d(to f,vol(g)) délétion de ¢ (3.2)
max ¢ ¢;(¢')+d(tol(f),vog) insertion de ¢
de(f),?(g)) +d(t,v) substitution de ¢ en ¢’
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Les sous-foréts qui apparaissent ainsi au fil du calcul sont soit des sous-arbres, soit des préfixes
de sous-arbres : ce sont des foréts gauches. D’aprés la proposition 1, cela garantit une majoration
en O(n*) en temps. Cette borne est stricte. Considérons les arbres peignes b, de taille 2n + 1 :
chaque nceud interne a exactement deux fils, et le fils gauche est une feuille. Dans ce cas, le
nombre de sous-foréts gauches est (2n? + 1) pour un arbre. Le comportement en moyenne est
toutefois meilleur. On peut montrer que #left(A4) < |A| min(#leaves(A), height(A)) [156], et la
complexité en moyenne est O(n?) [29].

La mise en équations du probléme invite & penser & une mise en ceuvre par programmation
dynamique. On introduit deux types de tables :

— une table principale Arbre pour les distances entre sous-arbres (équation 3.1). Arbre est
une matrice de taille (m + 1)(n 4+ 1) indexée par les neeuds classés par ordre préfixe, qui
correspondent aux étiquettes du graphe d’édition.

— une table temporaire Forét pour les distances entre foréts (équation 3.2). On ne construit
de table temporaire que pour les couples (i,j) de A X B tels que ¢ et j ne sont pas tous les
deux des fils droits.

On peut ainsi construire avec la table Arbre le graphe d’édition en espace O(mn).

Une version alternative de 1’algorithme de Zhang-Shasha

Il est possible de définir la version symétrique de cet algorithme de distance d’édition, par
un simple jeu de miroir, en décomposant les foréts par la gauche, au lieu de les décomposer par
la droite. L’équation 3.2 est remplacée par 1’équation 3.3

d(l(f) ot,l'(g) ov) =

cqg(0) +d(fot,l'(g) ov) délétion de ¢ (3.3)
min¢ ¢;(¢')+d(l(f)ot,gov) insertion de ¢’
de(f),?(g)) + d(t,v) substitution de ¢ en ¢/

Ce changement conduit naturellement & un algorithme dont les complexités en moyenne et dans
le pire des cas sont identiques a celles de 1’algorithme initial. Mais ce n’est plus vrai quand on
regarde au cas par cas, pour un couple d’arbres donné. Le nombre total de sous-foréts induites
par ’équation 3.2 ou 1’équation 3.3 dépend de la morphologie de I'arbre. Cette remarque anodine
va motiver toute la suite de cette section. Par exemple, pour la famille des arbres peignes, chaque
arbre b,, génére 3n + 1 sous-foréts droites, au lieu de 2n? + 1. La figure 3.2 énumeére toutes les
foréts pour by suivant que ’on applique une stratégie de décomposition droite ou gauche. Sur les
arbres peignes, la complexité passe ainsi de O(n?*) & O(n?).

3.2.3 Algorithme de Klein

L’algorithme proposé par Klein [77] apporte deux nouvelles idées : alterner la direction de
décomposition, droite ou gauche, dans le schéma de programmation dynamique, et recourir &
une décomposition suivant les chemins lourds. La notion de chemins lourds a été introduite par
Harel et Tarjan [53].

Définition 9 (chemins lourds [53]). Soit A un arbre enraciné. Pour chaque neeud i de A,
on définit le poids de i comme la taille de A(i). Pour chaque neud interne i, heavy(i) le fils
de i de poids mazimal. La séquence de neuds i,heavy(i), heavy(heavy(i)),... définit un chemin
descendant, que l’on appelle un chemin lourd.
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FiG. 3.2: Décomposition gauche et décomposition droite

Ces deux graphiques montrent deux stratégies de décomposition pour l'arbre by =
o(eoe(e0e)). En haut, toutes les décompositions sont des décompositions gauches (sui-
vant ’équation 3.3). En bas, toutes les décompositions sont des décompositions droites
(suivant ’équation 3.2). Cela donne respectivement 7 et 9 sous-foréts.

Les chemins lourds servent de guide de décomposition pour l’arbre directeur.

—_

soit ({(f) ot, @) le couple de foréts a comparer,

2. calculer un chemin lourd P pour ¢(f) ot,

3. si ¢ appartient a P, appliquer ’équation 3.2, sinon appliquer 1’équation 3.3,
4

. appliquer cette approche récursivement & toutes les sous-foréts de ¢(f) o t.

La figure 3.3 montre un exemple de décomposition pour un arbre. La contrepartie des che-
mins lourds dans l'algorithme de Zhang-Shasha sont en quelque sorte les chemins gauches, qui
descendraient & travers les fils gauches. La décomposition en chemins lourds présente un avan-
tage compétitif en terme de nombre de sous-foréts pour ’arbre directeur. Elle génére au plus
O(nlog(n)) foréts, comparé & O(n?) foréts gauches ou O(n?) foréts droites dans I’algorithme de
Zhang-Shasha. Le nombre de sous-foréts dans I’autre arbre reste quant a lui en O(n?).

Proposition 3 (Klein [77]). On peut calculer la distance d’édition entre deuz arbres en temps
O(n?log(n)).

La proposition 3 n’implique toutefois pas que ’approche de Klein soit toujours plus efficace que
celle de Zhang-Shasha. Cela dépend de la forme des arbres a comparer. Le couple d’arbres A et
B donne un exemple oil ’algorithme de Zhang-Shasha est plus satisfaisant que celui de Klein :
il nécessite 72 appels récursifs distincts, contre 84 pour Klein.
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F1G. 3.3: Exemple de décomposition pour l’algorithme de Klein. A chaque étape, les
neceuds figurant sur le chemin lourd sont indiqués par des cercles.

L’explication vient du caractére asymétrique de la construction de Klein. I’optimisation de la
décomposition en chemins lourds porte uniquement sur ’arbre directeur. Le prix & payer est que
cette décomposition peut induire un nombre de sous-foréts supérieur pour le second arbre.

3.2.4 Analyse des stratégies de décomposition

Pour faire une analyse formelle des équations 3.2 et 3.3, nous avons introduit le cadre des
stratégies de décomposition. Ce point de vue permet une présentation unifiée, tout en conduisant
& un nouvel algorithme de calcul de distance.

Définition 10 (Stratégie). Soient F' et G deux foréts. Une stratégie est une application de
Special(F') x Special(G) dans {left, right}.

Chaque stratégie génére un ensemble spécifique d’appels récursifs sur des couples de sous-foréts.
Nous les appelons des foréts pertinentes. Cette terminologie a été introduite par [77], ou elle est
utilisée pour l’arbre directeur. Nous I’étendons aux couples de foréts.

Définition 11 (Foréts pertinentes). Soit (F,G), un couple de foréts et un algorithme de pro-
grammation dynamique qui travaille sur des sous-foréts. L’ensemble Pertinente(F, G) des foréts
pertinentes est le plus petit sous-ensemble de Special(F') x Special(G) tel que si la décomposition
de (F,G) comprend (F',G"), alors (F',G") appartient ¢ Pertinente(F, Q).

La taille de Pertinente(F,G) donne une mesure de complexité pour ’algorithme de calcul de
distance associé. Il est possible d’analyser ’algorithme de Zhang-Shasha et 1’algorithme de Klein
en les plongeant dans le cadre plus général des stratégies par recouvrement.

Définition 12 (Recouvrement). Soit F' une forét. Un recouvrement r de F' est une application
de F dans F U {right, left} telle que tout neeud i de F satisfasse

— st deg(1) =0 ou deg(i) = 1, alors r(i) € {right, left},

- sideg(i) > 1, alors r(i) est un fils de i.
Dans le premier cas, (i) est appelé la direction de i, et dans le second cas, (i) est appelé le fils
favori de 1.
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A un couple d’arbres (A, B) et un recouvrement r pour A, on peut associer de maniére unique
une stratégie de décomposition, de la maniére suivante :
— si deg(i) = 0 ou deg(i) = 1, alors ¢(A(i), G) = r(i), pour toute forét G de B.
— si A(4) est de la forme [(Ajo0...0 A,) avec n > 1, alors soit p € {1,...,n} tel que le fils
favori de 7 soit la racine de A,. Pour toute forét G de B, on définit

#(A(1),G) = right si p =1, left sinon,
(T oApo---0A,,G) = left, pour toute forét T'de Ajo---0 Ay 4,
¢(ApoT,G) = right, pour toute forét 7' de Apy10---0A,.

Les algorithmes de Zhang-Shasha et Klein sont des cas particuliers de ce schéma de définition.
L’intérét des recouvrements est qu’il est possible de calculer de maniére exacte le nombre de
foréts pertinentes associées.

Théoréme 11 (Dulucq et Touzet [30]). Soit (A, B) un couple d’arbres, A étant muni d’un
recouvrement. Pour tout neud i de A, on définit ’ensemble E(i) par

E(i) = {g € Special(B), (A(i),g) € Pertinente(A, B)}.

Il y a exactement trois possibilités pour E(i) :

— E(i) est égal a Droite(B),

— E(i) est égal & Gauche(B),

— E(i) est égal a Special(B).
On a de plus les formules de récurrence suivantes, ot Free(A) donne le nombre total de foréts
pertinentes.

1. Si A est réduit a un unique neud, dont la direction est droite

Free(A) = Left(A) = #left(B)
All(A) = Right(A) = #special(B)

2. Si A est réduit 6 un unique neeud, dont la direction est gauche

Free(A) = Right(A) = #right(B)
All(A) = Left(A) = #special(B)

3. 8t A=1(A") et sila direction de | est droite

Free(A) = Left(A) = #left(B)+ Right(A’)
All(A) = Right(A) = #special(B)+ All(A")

4. 8i A=1(A") et si la direction de | est gauche

Free(A) = Right(A) = #right(B)+ Left(A’)
All(A) = Left(A) = #special(B)+ All(A")

5 8t A=1(Ay1o---0A,) et le fils favori est le fils gauche

Free(A) = Left(A) = > .., Free(A;) + Left(Ar) + #left(B)(|A| — [A1])
All(A) = Right(A) = Y .o, Free(A;) + All(Ay) + #special(B)(|A| — |A1])

6. Si A=1(Aj0---0Ay,) et le fils favori est le fils droit

Free(A) = Right(A) = > .., Free(A;) + Right(Ay) + #right(B)(|A| — |Ax|)
AlA) = Left(A) = > ., Free(A;) + All(Ay) + #special(B)(|A| — |Ay|)
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Fi1G. 3.4: Exemple de décomposition associée & un recouvrement

L’arbre directeur est A et son recouvrement est défini ainsi : le fils favori de 1 est 3,
la direction de 2 est droite, la direction de 4 est gauche. Il y a 33 couples de foréts
pertinentes, ce qui est consistant avec I’énoncé du théoréme 11. Cette valeur est obtenue
avec le calcul de Free(A), en appliquant le cas 7 :

Free(A) = Free(2) + Free(4) + All(3) + 1#special(B) + 2#right(DB)
#left(B) + #right(B) + #special(B) + #special(B) + 2#right(B)
= 33

car #right(B) =5, #left(B) = 6 et #special(B) = 6 (proposition 1).
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7. Sinon, A=1(Aj0---0A,) etle fils favori est Aj avec 1 < j <n

Free(A) = Z#jFree(Ai)—f—All(Aj)—l—#right(B)(l + ]Alo- . 'OAj—lD"i_
#special(B)|Aj;10---0Ay,|
Right(A) = Free(A)

All(A) = Left(A) = 32,4, Free(A;) + All(A;) + #special(B)(|A] — [4;])

Que dit ce théoréeme? Il permet de savoir a priori, pour un couple d’arbres donné, lequel de
I’algorithme de Zhang-Shasha ou Klein est le plus efficace. La Figure 3.4 l'illustre en détaillant
I’ensemble des foréts pertinentes pour un couple d’arbres muni d’un recouvrement.

Ce n’est pas le seul intérét. Cette analyse permet de définir un algorithme efficace pour
construire un recouvrement optimal, c’est-a-dire qui mimise le nombre de couples de foréts per-
tinentes. L’algorithme procéde ainsi : pour chaque couple d’arbres (A, B), quatre tables de pro-
grammation dynamique de taille |A| sont définies, Right, Left, Free et All. La définition de
Right, Left, Free, et A1l est directement empruntée au théoréme 11. La seule différence est que
le fils favori n’est pas donné a priori, mais est choisi & chaque étape de maniére & minimiser le
nombre de foréts pertinentes. Par exemple, si A =1[(Ajo---0A,) alors

Left(A;) —Free(A;) + #left(B)(|A| — |A41])
A11(A;) — Free(A;)+#special(B)|A 10 --0A,]
+#right(B)(1+ |Aj0---0A4,4]), 1<j<n
Right(A,) — Free(A,) + #right(B)(|A| — |A4,])

Le fils favori est sélectionné comme la racine du sous-arbre A; qui réalise la valeur maximale
dans 'alternative. Le recouvrement optimal est ensuite construit par chainage arriére & partir
de Free(A). Le coiit total de ce prétraitement est linéaire. Par construction, le nombre de foréts
pertinentes est inférieur au nombre de foréts générées par les algorithmes de Zhang-Shasha ou
de Klein. II est donc au plus en O(n3log(n)) dans le pire des cas et en O(n?) en moyenne.

3.3 Alignement d’arbres

3.3.1 Alignement versus distance

En 1995, Jiang et al. [70] ont introduit une nouvelle approche pour la comparaison de struc-
tures secondaires en appliquant & la lettre la notion d’alignement telle qu’elle est décrite dans les
manuels de bio-informatique pour ’ADN ou les protéines, ¢’est-a-dire en « ajoutant des espaces ».

Définition 13. Soient A et B deuz arbres étiquetés dans L. Un alignement entre A et B est un
arbre C étiqueté dans (LU {—1})? tel que la projection de C sur la premiére coordonnée soit égale
a A, et sur la deurieme coordonnée soit égale a B. Un alignement définit un script d’édition :
chaque neud de L x L est une substitution, de {—} X L une insertion et de L x {—} une délétion.
L’alignement optimal est l’alignement dont le script d’édition sous-jacent est de score mazimal.

Sur les séquences, les définitions de distance et d’alignement coincident. Ce n’est plus le cas en
général sur les arbres. La Figure 3.5 montre un exemple typique ol ’alignement produit un script
de score inférieur & celui de la distance compléte. Il n’y a pas de ratio de garantie constant entre
le score de l'alignement et celui de la distance. Soient A = " c e(e™ 0 @™) et B = o(e" 0 0™) 0 @™,
La distance entre A et B est 2, une délétion suivie d’une insertion. L’alignement entre A et B
conduit & un mapping dont le coit est en O(n), avec au moins n — 1 délétions.
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a
b
e
c
1. Distance d’édition
a a
a
b e o f
e c
c d e
c d d e
2. Alignement
(a,a)
(_7 b) (d7 _)
(e, )
(b,c) (c,d) (0,0)(c, =) (=, c)(d, d)

F1a. 3.5: Alignement et distance d’édition

Pour la distance d’édition, le script optimal comprend une délétion suivie d’une insertion.
Si on raisonne en terme d’alignement, on a deux super-structures possibles, suivant les
scores retenus pour la substitution et les insertions et délétions. Chacune est de score
inférieur.
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insertions et délétions substitutions

FiG. 3.6: Graphe d’alignement

L’alignement définit une super-structure, alors que la distance définit un sous-arbre commun.
Du point de vue du script d’édition, cela revient & imposer que toutes les insertions aient lieu
avant les délétions, ce qui autorise moins de remaniements internes. Comment cela se traduit-
il sur le graphe d’édition? Si un nceud i est détruit, A(i) est nécessairement associé avec une
sous-forét close de B : tout chemin qui emprunte un arc horizontal (i, ) ~ (¢4 1, 7) doit ensuite
passer par un nceud (i + |A(7)|,7 + | f|) ol f est une forét close, éventuellement vide, qui débute
en j. Les arcs correspondant & des délétions ou des insertions se trouvent donc modifiés de la
sorte :

- larc (4,j) ~ (i+1,7) est remplacé par I’ensemble des arcs

{(i,7) ~ (i + |A@)], 5+ |f]) | f est une sous-forét close de B qui débute en j}
— larc (4,j) ~ (4,7 + 1) est remplacé par I’ensemble des arcs
{(i,5) ~ G+ |f|,7 +1B()|) | f est une sous-forét close de A qui débute en i}
Les arcs associés a des substitutions ne changent pas. On obtient ainsi un multigraphe, que
nous appelons le graphe d’alignement. La figure 3.6 donne le graphe d’alignement pour le couple
d’arbres de la figure 3.1.

3.3.2 Algorithme de Jiang pour l’alignement

L’alignement optimal est construit par programmation dynamique, en étant guidé par le
super-arbre & construire.

Align(€(f), O'(f) =
cs(0,0') + Align(f, ) substitution (3.4)
max ¢ ¢;(¢') + max{Align(u, f') + Align(v,e)|luov = £(f)} insertion
cq(f) + max{Align(f,u’) + Align(e,v)| v/ o0’ = ¢'(f")} délétion
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Align(é(f)ot, l/(f")ot') =

Align(¢(f),?'(f")) + Align(t,t)) substitution (3.5)
max { ¢;(¢') + max{Align(u, ') + Align(v,t')|luov =¢(f) ot} insertion
cq(0) + max{Align(f,u') + Align(¢,v)| ' o0 =0/ (f") o'} délétion

La substitution crée un neeud (¢, ¢’) dont les descendants sont Align(f, '), I'insertion un nceud
(—,¢') dont les descendants sont Align(u, f') et la délétion un nceud (¢, —) dont les descendants
sont Align(f,u').

L’ensemble des couples de foréts pertinentes qui apparaissent dans cette décomposition est
exactement Suffize(A) x Close(B) U Close(A) x Suffize(B). Le nombre de foréts pertinentes est
ainsi majoré par (JA| —1) x (|B| — 1) - max{(deg(A) + deg(B)}. La complexité en temps est en
O(|A| - |B| - (deg(A) + deg(B))?). On obtient donc une complexité asymptotique en O(n?), ce
qui est théoriquement moins bon que le O(n3log(n)) de la distance d’édition. La complexité en
moyenne n’est pas connue. Toutefois, dans le cadre des structures d’ARN, avec les représentations
compactes, le degré pour les structures connues est majoré par 4. L’attrait de l'alignement par
rapport & la distance d’édition compléte est qu’il pourrait conduire & un algorithme plus efficace
en pratique, tout en restant sensible.

3.4 Prise en compte des gaps

Le schéma de score utilisé jusqu’ici (sections 3.2 et 3.3) considére que les événements d’inser-
tion ou de délétion sont indépendants les uns des autres, ce qui est simplificateur. La formation
de trois délétions isolées, par exemple, est un événement évolutif moins probable que trois dé-
létions successives qui résulteraient d’un méme événement mutationnel. La solution classique
est de gérer 'insertion ou la délétion sous forme de gaps et de choisir un systéme de score qui
favorise la formation de gaps longs et peu nombreux, au détriment de nombreux gaps brefs. On
introduit pour cela des fonctions de pénalité non additives, avec des coiits affines (qui supposent
une dépendance d’ordre 1) ou convexes. La prise en compte des gaps est particuliérement sensible
pour les représentations des structures secondaires ponctuelles, base par base.

3.4.1 Le probléme de la définition

Dans une séquence d’ADN ou protéique, un gap est une suite contigue de nucléotides ou
d’acides aminés : c’est un facteur. Il y a plusieurs maniéres d’adapter ce point de vue aux
structures d’ARN. La premiére est de considérer qu'un gap dans un arbre est un gap dans la
séquence d’ARN associée. C’est la définition qui est appliquée dans [142]. Nous considérons ici une
définition plus générale, oil une insertion ou une délétion se propage de 5’ en 3’, mais également
a ses fils : un gap est un sous-arbre quelconque.

3.4.2 Gaps affines

Le systéme de pénalités pour les gaps affines est décrit par deux paramétres : la pénalité
d’ouverture Ouv et celle d’extension Ext.

Pour la distance d’édition, la dépendance entre un pére et son fils pour les pénalités de gaps
fait que le schéma de récurrence des équations 3.2 ou 3.3 doit étre modifié. On définit s(i, j)
le score du mapping optimal entre A(7) et B(j) qui substitue i en j. La donnée de s résout le
probléme général de distance, en ajoutant une racine virtuelle & chacun des arbres. Pour tout
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couple (i,7) de A x B, s(i,7) est calculé a partir des valeurs de s(k,!) pour tout [ descendant de
i et tout k de j. On reprend la topologie du graphe d’édition, limité aux nceuds de A(i) x B(j),
en modifiant I’étiquetage des arcs.

— le label des arcs délétions et insertions dépend de la position de (k,[) par rapport a (i,7) :

(k+1,1) est étiqueté par Ouv + Ext si k est un fils de 7, Ext sinon,

(k1)
k,l (k,l4+1) est étiqueté par Ouv + Ext si [ est un fils de j, Ext sinon.

(k, 1)
— le coit d’un arc substitution issu de (k,1) est s(k,1).

s(i,j) est égal au score du chemin optimal entre (i + 1,5 + 1) et (i + |A(i)| — 1,5+ |B(j)| — 1)
additionné de cs(i,j). Cette procédure méne & un algorithme en O(n?).

N
lod

Le modele de ’alignement se préte mieux & l'introduction des gaps. L’implémentation utilise,
& 'image des algorithmes classiques pour 1’alignement de séquences, trois matrices : a pour les
mappings qui terminent par une substitution, b par une délétion et ¢ par une insertion. Les
couples de foréts pertinentes sont identiques & ceux des 3.4 et 3.5, ce qui fait que 'on conserve
la méme complexité.

a(l(f)ot, l'(f')ot") =
es(6,0) +a(f, 1)+ alt,t') substitution de £ en ¢
max { Ouv + Ext + max{c(u, f') + a(v,t')|[uov = £(f) ot} insertion de ¢’
Ouv + Ext + max{b(f,u’) + a(t,v')| v’ o' ='(f") o t'} délétion de ¢

b(E(f)ot, l'(f") ot') =

es(0,0) +al(f, f) + b(t, t) substitution de ¢ en ¢
max ¢ Ouv + Ext + max{c(u, f') + b(v,t')|ucv =L(f) ot} insertion de ¢’
Ext + max{b(f,u') + b(t,v")| v’ o' =0 (f") o t'} délétion de £

c(b(f)ot, l'(f))ot') =
es(0) +al(f, f) + et t) substitution de ¢ en ¢’
max ¢ Ext + max{c(u, f') + c(v,t')|[luov =€(f) ot} insertion de ¢/
Ouv + Ext + max{b(f,u) + c(t,v")| v o0/ = V' (f") ot} délétion de ¢

L’alignement avec pénalités de gap affines peut également étre présenté en terme de modéles
de Markov cachés, comme dans le cas des séquences [31]. Le modeéle a trois états S, I et D,
correspondant & une substitution, une insertion et une délétion, qui sont la contrepartie des trois
matrices a, b et c. Les transitions de S et D vers I, de S et I vers D sont labelées par le colit
d’ouverture de gaps, et les transitions de D vers D et de I vers I par les pénalités d’extension.
Le modéle est modifié pour émettre des couples de {A, C, G, U, —}2, qui forment les colonnes de
I’alignement deux & deux. Ce point de vue peut étre étendu a l'alignement de structures d’ARN
avec arité bornée en utilisant des automates d’arbres stochastiques [115].

3.4.3 Gaps convexes

Le modéle de pénalités universel est celui des gaps convexes, qui généralise les gaps affines :
Gap(t1(t2)) < Gap(t1) + Gap(t2), ou 1 et to sont des arbres et ¢1(¢2) est un arbre tel que la racine
de to est connectée a t1. Pour les séquences, ’alignement avec gaps convexes est réalisable en
O(n?log(n)) [41]. En passant sur les arbres, le probléme change de classe de complexiteé.
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Théoréme 12 (Touzet [134]). Les problémes de la distance d’édition et de l'alignement sur
les arbres avec pénalités de gap converes sont NP-durs.

La démonstration repose sur la réduction du probléme X3C (ezact cover by 3-sets, [43]). On
compare des arbres construits avec I’ensemble de labels £ = {@} U IN. Les cotits de substitution
sont

-1, VielN
—1.5, Yie IN,Vj € IN

Sub(i,®) = Sub(e,1)
Sub(i, j)

Un arbre T satisfait la propriété (x), si pour tout neud i de T, si i € IN, alors T contient un
seul neud étiqueté par i. La fonction de colt Gap est définie par

Gap(t) = —|t|—1,  sit satisfait la propriété (x),
= —|t|— 1.5, sinon.

3.4.4 Gaps avec sous-arbres complets

Au sujet des gaps, une derniére solution consiste & limiter les gaps aux sous-arbres complets.
Cela revient & imposer qu’a chaque étape du script d’édition les opérations d’insertion ou de
délétion ne s’appliquent qu’aux feuilles. Bien que radicale, cette distance d’édition restreinte
reste expressive quand on travaille sur ’ARN. Prenant les représentations compactées o un
neceud interne est toute une tige ou avec le codage SIBMH (section 2.3.4), elle autorise

— l'insertion, la délétion ou la substitution d’une paire de bases appariées au sein d’une tige,

via la substitution,

— linsertion, la délétion ou la substitution d’une base libre au sein d’une boucle, via la

substitution,

— l'insertion ou la délétion de sous-structures entiéres, via l'insertion ou la délétion.

Une substitution ne peut avoir lieu qu’entre noceuds de méme profondeur, une délétion doit s’ac-
compagner de la délétion de tous les fils, une insertion également. Cette restriction des opération
d’édition conduit & un graphe d’édition modifié particuliérement simple, qui peut étre construit
et étiqueté a priori, comme dans le cas des mots. La figure 3.7 illustre cela. Cette propriété est
exploitée par Chawathe [15] avec des fonctions de gaps linéaires, ce qui conduit & un algorithme
quadratique en espace et en temps.

Nous avons proposé un algorithme alternatif, qui permet de prendre en charge des fonctions
de pénalité de gaps quelconques sans surcoit. Cette méthode est particuliérement adaptée pour
I’alignement de structures dont le coeur est conservé. Son intérét réside également dans son
efficacité pour effectuer des comparaisons & grande échelle, dans le but de faire du clustering
entre plusieurs structures potentielles par exemple.

Proposition 4 (Touzet [134]). Soient ¢,0' € L, et soient f, f' deuz foréts.

d(t(f).) = Gap(£(f))
de0(f) = capw'({l’()lg“ ",
, B ) 4+ Dist(f,
AL LD = maxganu(£)) + Gap(¢/(1")
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Fi1a. 3.7: Graphe d’édition pour la distance avec sous-arbres complets

Dist est la distance d’édition entre mots, les mots étant ici des foréts, c’est-a-dire des suites
d’arbres. Cette proposition conduit a un algorithme en temps et en espace égal a

> deg(i)deg(j)-
i1€a,jED
depth(i) = depth(j)

Si on souhaite effectuer le seul calcul de la distance, sans construire de mapping, on peut améliorer
la gestion de 1’espace mémoire et obtenir une complexité spatiale meilleure dans tous les cas, et
en O(deg(A) x deg(B) x (log(]A|) + log(|B|)) dans le pire des cas.

3.5 Comparaison locale

Le probléme de la comparaison locale est de trouver la région de plus forte similitude entre
deux arbres A et B. Comme pour le traitement des gaps, c’est un probléme & plusieurs facettes,
suivant le type de sous-structure conservée recherchée. On peut considérer trois formes de régions :

1. sous-arbre complet : quel est le couple (i,j) de A x B tel que la similitude entre A(i) et
B(j) soit de score optimal,

2. forét close : quel est le couple (f,g) de Close(A) x Close(B) de similitude maximale

3. sous-arbre quelconque : quel est le couple (f,g) de sous-arbres de A x B de similitude

maximale.

Ces différentes interprétations répondent en fait & des objectifs distincts. Dans les deux premiers
cas, on cherche & identifier les sous-structures terminales communes. Cette formulation est par-
ticuliérement pertinente quand il s’agit de trouver des motifs structuraux communs entre deux
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structures, exactes ou prédites (voir figure 3.8). La derniére définition, quant a elle, permet de
comparer deux structures homologues ayant fortement divergé peut-étre plus spécifiquement au
niveau des tiges terminales. C’est le pendant des gaps avec des sous-arbres complets, limités aux
sous-structures terminales, de la section 3.4.4 .

3.5.1 Rechercher les sous-arbres complets optimaux

Que ce soit pour la distance ou ’alignement, les descriptions des sections 3.2 et 3.3 montrent
que les couples de sous-arbres complets figurent parmi les foréts pertinentes. Le couple de sous-
arbres complets de score optimal est donc obtenu directement comme un sous-produit de la
décomposition par programmation dynamique pour la comparaison globale.

3.5.2 Rechercher les foréts closes optimales

La définition de l’alignement local sur les foréts closes est celle retenue dans [56], et mise
en ceuvre dans le logiciel RNAforester. La comparaison locale y est définie & partir de 'algo-
rithme d’alignement de la section 3.3. Comme ’ensemble des foréts pertinentes ne comprend pas
Close(A) x Close(B), la solution proposée est d’ajouter explicitement le calcul de Align(f,g)
pour tout couple (f,g) de foréts closes aux équations 3.4 et 3.5 pour l'alignement global. On
obtient ainsi un algorithme d’alignement local en temps O(|A| - |B| - (deg(A) + deg(B))3), au lieu
de O(|A| - |B| - (deg(A) + deg(B))?) pour I'alignement global.

Nous montrons que l’on peut améliorer cet algorithme, et retrouver le comportement asymp-
totique de I’alignement global en introduisant un second schéma de récurrence a coté de Align.
B(f,g) est le score du meilleur alignement (global) entre f et un préfixe de g.

B(f,e) = Align(f,e)

B(e,g) = 0
B(l(f)ot,l'(f)ot) =
cs(0,0') + Align(f, f') + B(t,t') substitution

max { ¢;(¢') + max{Align(u, f') + B(v,t')|luocv = £(f) ot} insertion
cq(0) + max{Align(f,u') + B(t,v")| u' o0’ =¥/ (f")ot'} délétion

B est ainsi calculé & partir de Align pour tout couple de Close(A) x Suffize(B). Les foréts
pertinentes de ce schéma sont les mémes que pour ’alignement global. Cette technique peut
également s’appliquer & la distance d’édition.

3.5.3 Rechercher les sous-arbres optimaux

L’approche basée sur les sous-arbres quelconques est la plus générale : elle autorise des va-
riations au niveau des structures terminales, et met en évidence la conservation de la structure
du ceeur de la molécule. C’est celle qui est retenue dans [35], avec la distance comme mode de
comparaison. D'un point de vue algorithmique, la comparaison locale se déduit de la comparai-
son globale sur le méme modéle que la comparaison de séquences : on néglige la contribution des
régions dissimilaires, de score négatif, en mettant le score & 0. Le couple optimal est déterminé en
prenant max(d(A(i), B(j)). Le méme raisonnement est applicable & la distance avec les stratégies
de décomposition définies & partir d’un recouvrement. Il est également valable pour l'alignement.
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Bacillus subtilis Brucella melitensis 16M

Fic. 3.8: Exemple d’application de la comparaison locale sur les sous-arbres complets

Les éléments THI sont des motifs d’environ 40 bases présents dans la région 5’ non
traduite de plusieurs opérons impliqués dans la voie de biosynthése de la thiamine. Si la
séquence est variable, ces éléments présentent une structure secondaire conservée [113].
Cet exemple montre deux opérons de B. subtilis et B. melitensis (extraits de RFAM
00059 [49]), pour lesquelles la partie 5’ non traduite a été sélectionnée et soumise & Mfold
[158] pour prédiction de la structure secondaire. La comparaison locale entre les deux
structures prédites fait apparaitre un sous-arbre commun, qui correspond effectivement
a ’élément THI.
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3.6 Intégration de la structure primaire et de la structure ter-
tiaire

Nous avons présenté différents algorithmes de comparaison en escamotant totalement une
question sensible : le choix du systéme de score pour les substitutions. La section 3.4 abordait
seulement le probléme du cotlt des insertions et des délétions.

Par manque de données et de modéles, la plupart des programmes de comparaison utilise un
systéme de score basique : un cofit unique pour toutes les substitutions, un colit unique pour
toutes les identités. On peut imaginer d’incorporer des ingrédients supplémentaires comme la
longueur ou I’énergie des tiges, voire des informations sur la structure tri-dimensionnelle utilisée
pour la modélisation [94]. Il est possible également de prendre en compte finement la structure
primaire. C’est ce qui est proposé dans [78] avec les matrices de substitution RIBOSUM pour
les paires de bases et pour les bases libres. La construction suit un protocole proche de celui
établi pour les matrices protéiques BLOSUM avec un échantillon d’apprentissage d’ARN riboso-
miques. Cette analyse systématique fait apparaitre que les régions libres sont en moyenne mieux
conservées que les régions appariées.

Nous pensons que le traitement uniforme de la structure primaire est délicat en raison du
caractére hétérogéne de sa conservation et du role paradoxal des mutations compensatoires. Cela
suggére une approche pragmatique : utiliser les conservations locales éventuelles de la structure
primaire pour guider la comparaison au niveau structurel, sous forme de contraintes. La figure
3.9 reprend ’exemple des RNase P de la figure 2.5 de la section 2.3. L’examen de la structure
primaire révéle trois contraintes. Ces contraintes peuvent ensuite étre projetées sur les différents
types de représentation de la structure secondaire décrits en section 2.3.

Définition 14 (Contraintes). Soient A et B deux arbres. Un ensemble de contraintes est un
sous-ensemble de A X B tel qu’un élément de A ou de B apparaisse au plus une fois.

L’intégration de contraintes permet également le passage d’information de la structure ter-
tiaire vers la structure secondaire. Le probléme de la distance entre deux ARN en tenant compte
des pseudo-nceuds est NP-complet [93]. Mais quand les pseudo-noeuds sont conservés, on peut
résoudre le probléme en pré-alignant les pseudo-nceuds qui forment alors des contraintes sur la
structure secondaire résiduelle.

On modifie les algorithmes de calcul de distance et d’alignement pour introduire la gestion
de contraintes et en profiter pour élaguer ’espace de recherche. Cela se formule aisément & partir
du graphe d’édition. Pour tout couple (7, j) de A x B appartenant & un ensemble de contraintes,
on définit C(7, j) 'ensemble des couples de nceuds du graphe d’édition compatibles avec (i, 7) :
C(i,7) =404} x {0.5}U{i+ 1.+ |A@)|} x {j + 1.5 +|BU) |} U {i + |A@)|.m} x {j + |B(H)|..n}.

i it]AG)

J

j+1B@G)|

Proposition 5. Soit (A, B) un couple d’arbres, de taille respective m et n, muni d’un ensemble
de contraintes X = {(i1,71),---, (i, 1) }
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D.desulf 39 gaggaaaguccgggcu 54
C.jejuni 32 gaggaaaguccgagcu 47
D.desulf 109 acagcgccacaga 121
C.jejuni 104 acagaaagaaaac 116
D.desulf 144 ggtgaaacggtggtgtaagagaccaccag 172
C.jejuni 135 ggtgaaacggcggggtaaaagcccaccag 163

Fic. 3.9: Conservation locale de la structure primaire

Cet exemple reprend les deux structures de RNase P de la figure 2.5, qui montrait que les
séquences ne s’alignaient pas correctement sur toute leur longueur. Les deux séquences
présentent toutefois trois courtes régions exceptionnellement conservées, situées dans la
partie 5’ du premier pseudo-nceud et de part et d’autre de la multi-boucle terminale.
Ces régions sont donc cohérentes avec l’alignement des structures secondaires.
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— il existe un script d’édition compatible avec X s’il existe un chemin de (0,0) a (m,n) dans
le graphe d’édition limité aux neeuds de NiC(ig, jx),
— le script d’édition optimal est obtenu en appliquant ’équation 3.1 aux couples de N C (ig, ji)-

Si les contraintes portent sur des boucles de ’ARN, soit sur les feuilles de I'arbre, alors il suffit
qu’elles respectent l'ordre préfixe. Ce n’est plus vrai avec 'alignement. Mais on obtient une
propriété analogue en s’adressant au graphe d’alignement.

Proposition 6. Soit (A, B) un couple d’arbres, de taille respective m et n, muni d’un ensemble
de contraintes X = {(i1,71),---, (i, 1)}
— il existe un alignement compatible avec X s’il existe un chemin de (0,0) a (m,n) dans le
graphe d’alignement limité auz neuds de NgC ik, ji),
— le script d’édition optimal est obtenu en appliquant I’équation 3.4 auz couples de Ni.C (ig, ji)-

3.7 Perspectives

D’un point de vue algorithmique, ce chapitre laisse plusieurs questions ouvertes. Nous avons
montré dans [30] qu'il existait une minoration en O(n?log?(n)) pour le nombre de foréts perti-
nentes générées par un algorithme de calcul de distance basée sur une stratégie de décomposition.
Mais la question générale d’une borne inférieure, que ce soit en terme de complexité de probléme
ou en terme de nombres de foréts pertinentes, est ouverte pour la distance d’édition et pour
I’alignement. Le probléme de I’amélioration de la gestion de ’espace est également posé. Peut-on
calculer une distance ou un alignement entre arbres en espace linéaire? Cela devient-il possible
si on borne le nombre d’erreurs, comme dans [66] ?

Enfin, le lecteur a du remarquer que ces travaux passaient en revue une palette d’algorithmes
sans se prononcer finalement sur la question biologique essentielle : comment comparer deux
ARN? Nous n’avons fait que la moitié du chemin : proposer sans décider. La pertinence du
modéle de comparaison se décline en fait en une variété de sous-problémes. Quel est le bon
modéle de représentation ? Quel est le bon paradigme de comparaison (distance, alignement,
distance restreinte) ? Quel est le bon systéme de score ? Quelle est la complexité en moyenne sur
des « ARN aléatoires » des différents algorithmes? Sans compter les points que nous n’avons
pas abordés. Le modéle d’édition est limité ici aux trois opérations standard (insertion, délétion
et substitution), mais il est possible d’adjoindre des opérations telles que la fusion de nceuds
ou d’arcs [3]. Dans le cas de structures exactes, répondre & ces questions suppose de disposer
d’un modeéle évolutif, qui pourrait étre obtenu par une analyse systématique & partir de jeux de
données représentatifs. La disponiblité récente de nombreuses bases de données, telles que RFAM
[49], RNAbase [100], ouvre la voie & une telle étude.
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Chapitre 4

Prédiction de structures secondaires

Le probléme de la prédiction de structure d’ARN consiste & proposer une organisation struc-
turelle & partir de la connaissance de la seule structure primaire. Ce théme de recherche trouve
sa justification dans I’écart entre la quantité de séquences disponibles et le peu de structures
résolues expérimentalement.

Dans le cas d’une famille de séquences homologues, la conservation de la structure secondaire
au fil de I’évolution indique que celle-ci est fonctionnellement importante. Nous nous intéressons
a l'inférence de la structure dans ce contexte : les séquences partagent-elles une méme structure ?
Si oui, quelle est-elle 7 Ce travail a été mené dans le cadre de la thése d’Olivier Perriquet, soutenue
en 2003, et a abouti & une méthode originale avec le logiciel Carnac.

4.1 Position du probléme

Les premiéres méthodes de prédiction reposent sur le postulat que la stabilité de la structure
d’un ARN est essentielle & sa fonction. Suivant les principes de la thermodynamique, ’ARN se
replie ainsi dans un état d’énergie libre minimale. Le niveau d’énergie libre peut étre approximé
dans un modeéle basé sur les plus proches voisins [65, 96]. La recherche de la structure secondaire
optimale se formule alors comme un probléme d’optimisation combinatoire qui se résout par
programmation dynamique. Dans cette catégorie, les deux programmes les plus utilisés sont
RNAfold [59] ou le trés populaire Mfold [158, 96].

Les résultats obtenus peuvent étre réellement de trés bonne qualité. Par exemple, pour la
séquence de ’ARN de transfert de la figure 2.3, Mfold propose comme structure

GGGGCUAUAGCUCAGCUGGGAGAGCGCCUGCUUUGCACGCAGGAGGUCUGCGGUUCGAUCCCGCAUAGCUCCACCA
CCCCCCC . CCCCenenenns 220 (CCCCennn )DDDD IR (I 2)).0)))))) .. ..

On retrouve bien ’organisation en feuille de tréfle. Tous les appariements prédits sont corrects,
et la structure secondaire proposée ne différe de la structure exacte que par un appariement
absent. Mais ces méthodes de minimisation de I’énergie libre se heurtent & un probléme inhérent &
I’approche thermodynamique : I’existence de nombreuses structures alternatives avec des niveaux
d’énergie trés proches. Par exemple, pour la séquence de RNase P de D. desulfuricans, Mfold
exhibe 18 structures potentielles globalement distinctes dont les niveaux d’énergie sont compris
dans un intervalle de variation de 5%. De plus, la structure secondaire fonctionnelle in wivo
peut étre éloignée en terme d’énergie libre de 'optimalité. Cela s’explique par les contributions

49
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énergétiques des interactions tertiaires, négligées par le modéle, mais également par 'influence
de facteurs extérieurs qui échappent & ’approche thermodynamique, comme la cinétique du
repliement ou le role de chaperons.

Les prédictions les plus fiables sont obtenues par analyse comparative. Dans le cas d’un en-
semble de séquences homologues, la conservation de la structure au fil de I’évolution indique que
la structure est fonctionnellement importante. L’analyse comparative s’intéresse a la prédiction
de la structure dans ce contexte. Elle exploite le phénomeéne des mutations compensatoires, intro-
duites en section 2.3.2. Quand on dispose d’un alignement de séquences homologues, partageant
la méme structure, il est possible d’identifier les couples de positions pour lesquelles les mutations
se compensent. Cette covariation est mise en évidence en utilisant des mesures de corrélation,
telles que le x? ou I'information mutuelle. La construction de la structure secondaire ou tertiaire
se fait ensuite par intégration des positions corrélées, suivant une stratégie gloutonne ou globale
[18, 33, 31, 149]. Ce sont des approches de ce type qui ont permis de déterminer la structure
des ARNt, ARNr 5S, ARNr 16S [89, 39, 150]. Les limites tiennent & des conditions d’application
restrictives : il faut disposer d’un jeu de données de taille suffisante pour lequel la conservation de
la structure secondaire est presque parfaite et la structure primaire a suffisamment peu divergé
pour pouvoir construire un alignement multiple correct a la base prés.

Plutét que de s’opposer, 'approche thermodynamique et ’analyse comparative sont en fait
parfaitement complémentaires. La premiére travaille sur les propriétés intrinséques d’une sé-
quence. La seconde tire parti des informations transverses et de la conservation de la structure
entre les séquences. Il est donc naturel de chercher a les concilier afin de produire des prédictions
de meilleure qualité qu’avec la seule minimisation de I’énergie libre dans un contexte d’utilisation
plus souple que celui de ’analyse comparative classique. Cela a donné lieu au développement
depuis quelques années d’un courant de méthodes hybrides.

On peut classer ces méthodes grossiérement en deux groupes suivant leur contexte d’applica-
tion. Les méthodes du premier groupe utilisent toujours un alignement multiple sur la structure
primaire comme point de départ : il s’agit par exemple de Pfold [79, 80|, & base de grammaires
stochastiques, de DC-Fold [129], qui applique une stratégie gloutonne de type diviser pour régner,
d’X2S [72] ou de RNAalifold [58]. Les méthodes du second groupe s’affranchissent totalement de
I’alignement préalable, pour pouvoir traiter des données médiocrement conservées qui ont trop
divergé pour bien s’aligner. Il s’agit par exemple de Foldalign [47], RNAga [16], Dynalign [97] et
de Carnac [107, 135], dont nous allons parler en détail. Ce cadre d’application est le plus proche
de la nature de 'ARN, ou les niveaux de structure secondaire et tertiaire sont prépondérants
par rapport a la structure primaire. Le prix & payer est la difficulté algorithmique. Le probléme
général d’inférer une structure secondaire commune & un ensemble de séquences & partir d’'une
liste d’appariements potentiels est NP-complet. Les différents programmes de prédiction pro-
posent donc des solutions heuristiques. RNAga est & base d’algorithmes génétiques. Foldalign
et Dynalign sont des variations autour de l'algorithme de Sankoff, qui permet de construire une
structure commune optimale en alignant et repliant les séquences simultanément [117]. Le coiit
de l'algorithme exact est prohibitif : il est exponentiel en fonction du nombre de séquences. Ces
adaptations ne sont praticables qu’en imposant des limites sur la taille des données ou la forme
des structures. Ainsi Foldalign est-il limité & la prédiction de structures sans multiboucles et
Dynalign & un couple de séquences de quelques centaines de nucléotides. Carnac s’inscrit dans
cette école de pensée, en dépassant ’écueil de la complexité. Cela est possible en cherchant &
limiter ’espace de recherche & partir d’indices biologiques. De ce fait, Carnac est moins sensible
que Dynalign, par exemple. Mais les résultats expérimentaux de la derniére section montrent sa
robustesse et sa grande sélectivité.
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F1G. 4.1: Synopsis de Carnacs

1 identification des tiges potentielles, 2 localisation de motifs communs, 3 formation de
couples compatibles, 4 construction de la structure finale.

4.2 Carnac

Comme la plupart des méthodes de prédiction, Carnac utilise trois sources d’information :
I’énergie libre de la structure, les mutations compensatoires et la conservation éventuelle au
niveau de la séquence. L’originalité vient de la stratégie de prédiction mise en ceuvre pour sé-
lectionner les tiges. Nous proposons un algorithme en deux étapes : prédiction deux a deux sur
un schéma proche de Sankoff, puis combinaison des prédictions. Dans cette construction, les
optimisations tirent parti du caractére biologique des données. La philosophie est de privilégier
la sélectivité des prédictions, avec un faible nombre de faux positifs.

4.2.1 Prédiction deux a deux

Carnace est la premiére étape de Carnac. C’est une heuristique qui permet d’inférer une
structure commune & deux séquences. La figure 4.1 résume le déroulement.

La structure commune est construite en se plagant au niveau des tiges et non des bases, pour
des raisons d’efficacité. Le premier travail est donc d’annoter chaque séquence en identifiant les
tiges potentielles maximales (étape 1 sur la figure 4.1). Cette recherche utilise les paramétres
énergétiques du modéle thermodynamique de Turner et al. [65]. Le seuil de sélection des tiges
est une fonction affine par morceaux, qui dépend de la distance entre ’ouverture et la fermeture
de la tige, et prend en compte le biais de contenu en GC.
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A partir de ces tiges brutes, on limite ’espace de recherche pour les structures communes
potentielles en constituant un sous-ensemble de couples de tiges compatibles. Ce sont les phases
2 et 3 de la figure 4.1. La compatibilité d’une tige de la séquence 1 avec une tige de la sé-
quence 2 dépend de propriétés des séquences et des tiges. Carnace s’appuie sur les éventuelles
conservations au niveau de la structure primaire. L’algorithme repére les zones exceptionnelle-
ment bien conservées au niveau de la séquence. Ces régions servent de points d’ancrage pour
guider le repliement commun (la philosophie est la méme qu’en section 3.6). Une fois obtenus les
points d’ancrage, les deux jeux de tiges sont filtrés pour former des couples de tiges candidats.
Il y a deux contraintes pour que des tiges soient compatibles. La premiére est de respecter les
informations de la structure primaire : ’alignement induit par les tiges ne doit pas contredire
I’alignement local des séquences défini par les points d’ancrage. La seconde est de montrer des
indices d’évolution commune : les tiges doivent présenter au moins une mutation compensatoire.
Cela a, de plus, pour effet bénéfique de favoriser la formation de tiges hors des régions conservées,
ce qui est cohérent avec les matrices RIBOSUM |[78].

Une fois cet ensemble de couples de tiges candidats construits, il reste & en extraire le
sous-ensemble d’énergie optimale constituant une structure secondaire. L’opération emprunte
le schéma de ’algorithme original de Sankoff [117]. L’algorithme de Sankoff contruit une struc-
ture commune sous forme d’arbre d’alignement, oil les nceuds sont une base ou une paire de bases.
Cette approche exacte & une complexité O(n%) en temps et O(n?*) en espace, ce qui la rend non
opérationnelle. Nous reprenons ce principe avec I’heuristique qui consiste non pas & former des
paires de bases, mais des couples de tiges, et a limiter les insertions et délétions de tiges aux
tiges-boucles. En d’autres termes, Carnacsy travaille sur un arbre compacté, ou les nceuds sont
des tiges et les insertions et les délétions portent sur nceuds terminaux uniquement.

S
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a désigne I’énergie du repliement commun, c’est-a-dire la somme des énergies des tiges constituant
ce repliement, données par la fonction énergie.

Dans le cas (1), les deux tiges S7 et So sont sélectionnées et alignées : on crée le nceud (S, S2)
dans Dalignement. Dans le cas (2), S; est sélectionnée comme tige célibataire, sans contrepartie
dans la séquence 2 : on crée le nceud (57, —). Cette possibilité n’est offerte que si S est une
tige-boucle, ce qui est géré par la fonction énergie. Le cas (3) est symétrique de (2) : Sy est
une tige-boucle sélectionnée comme tige célibataire, ce qui crée le nceud (—, S2). Dans les deux
dernier cas (4) et (5), une des deux tiges S; ou S, au moins, n’est pas sélectionnée dans la
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Fia. 4.2: Exemple de construction de graphe des tiges

La figure illustre la construction du graphe des tiges pour une famille de trois séquences.
A lissue de Carnacs, on obtient trois prédictions deux & deux, qui totalisent huit tiges
(de A a H). La séquence 1 a trois tiges (A, B et E), la séquence 2 deux tiges (C' et D) et
la séquence 3 a trois tiges (F', G et H, F' et G étant chevauchantes). Ces tiges s’organisent
en un graphe des tiges avec trois composantes connexes. La premiére, constituée de A,
C et (G est la plus prometteuse : c’est une clique. Les deux composantes restantes sont
moins fiables.

structure commune. (t1,%1) et (t2,t2) désignent les prochaines tiges potentielles qu’on rencontre
dans l'ordre lexicographique sur les positions de fermeture et d’ouverture.

Dans ce calcul, seuls les couples de tiges compatibles sont considérés, ce qui réduit le volume

4.2.2 Combinaison des repliements

Comment passer de 2 & un nombre quelconque, n, de séquences? A I’issue de tous les re-
pliements deux & deux, on obtient n(n — 1)/2 structures distinctes, soit n — 1 prédictions par
séquence. Il faut concilier ces différentes prédictions, en dégageant un critére de sélection pour
différencier les faux positifs des tiges correctement prédites.

des données a traiter. On optimise ainsi I’espace mémoire nécessaire, en travaillant autour de
I’hyperdiagonale. La mise en ceuvre se fait donc par programmation dynamique avec une structure
de graphe en guise de table.
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Fia. 4.3: Graphe d’une tige attractive (& gauche), comparé a un graphe fortement
connecté (a droite)

Un premier indice est le nombre de fois ot une tige est retenue au fil des différentes prédictions
de Carnace. Mais plusieurs tests expérimentaux ont montré que la seule fréquence d’apparition
n’était pas une information suffisante. Il faut se prémunir du phénomeéne des tiges attractives :
une tige A avec un trés bon niveau d’énergie est de ce fait sélectionnée & chaque repliement, avec
une tige B; de la séquence i. Pour que ces repliements soient cohérents, il faut que les tiges B;
soient également associées entre elles. C’est-a dire que si une tige A de la séquence 1 est repliée
avec une tige B de la séquence 2 d’une part, et avec une tige C' de la séquence 3 d’autre part,
on s’attend a ce que la relation soit transitive et que B et C' forment un couples de tiges dans
la structure commune des séquences 2 et 3. Cela conduit & prendre en compte la topologie de
I’ensemble des prédictions. Cette idée est mise en ceuvre avec le graphe des tiges. C’est un graphe
non orienté, o chaque tige est un noeud et il existe un arc entre une tige A de la séquence 7 et
une tige B de la séquence j si le couple (A, B) est sélectionné dans la structure commune des
séquences i et j produite par Carnacs. La figure 4.2 illustre la construction du graphe des tiges
pour un jeu de trois séquences. Les tiges prédites avec le plus de régularité apparaissent dans
des composantes connexes fortement connectées. Les tiges attractives sont dans des composantes
«en étoile» (figure 4.3).

Ce graphe des tiges brut subit ensuite deux modifications, destinées & prendre en compte
les empilements de tiges d’une part, et a corriger les effets de ’absence de covariations d’autre
part. On regroupe les petites tiges bruitées empilées (figure 4.4). Puis le graphe est enrichi
pour introduire des informations concernant les covariations, ou plutot 1’absence de covariations.
Aux arcs existants, de type dit coplié, sont ajoutés des arcs, de type identité, entre les tiges
ne présentant aucune covariation. Un arc identité n’est pas informatif en terme de repliement
commun, mais il ne doit pas non plus pénaliser la connectivité du graphe.

La composante idéale est une clique comportant autant de noeuds que de séquences, les diffé-
rents nceuds correspondant & des classes de tiges dans des séquences différentes. Nous définissons
deux indices : node_index, qui mesure l’écart par rapport a ce cas idéal au niveau des nceuds,
et edge index au niveau des arcs.

. _ [Ns—(N-Ns)\?2 , _
node__index = <#> edge _inder = %

ou N est le nombre de nceuds de la composante connexe, Vs le nombre de séquences différentes
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F1G. 4.4: Regroupement de tiges
La tige a de la séquence 1 est repliée avec la tige b; de la séquence 2 et la tige co de la
séquence 3, tandis que ce sont les tiges bs et ¢; qui ont été associées lors du repliement
des séquences 2 et 3. Toutes ces tiges sont correctes, mais celles des séquences 2 et 3
sont considérées comme deux tiges distinctes empilées. Les tiges b1 et b2, d’'une part et
c1 et co d’autres part sont regroupées et les arcs sont factorisés.

présentes dans la composante, n le nombre total de séquences, co le nombre d’arcs de type coplié,
id le nombre d’arcs de type identité, et me = N(N — 1)/2 le nombre maximum d’arcs possibles.

Pour la formation de la structure finale, chaque tige se voit attribuer 'indice de sa composante.
Puis pour chaque séquence les tiges sont incorporées de maniére gloutonne par indice décroissant
jusqu’a un seuil donné. Nous avons essayé une approche plus fine, de type Nussinov et Jacobson
[103] avec les indice comme poids, sans bénéfice. Cela montre qu’a ce stade de 'algorithme la
structure commune est déterminée sans ambiguité.

4.3 Résultats expérimentaux

Carnac est implémenté en C et dispose d’un site web ? qui permet une utilisation souple.
La visualisation des résultats utilise Naview [12] ou le programme maison RNAfamily dédié a la
représentation de structures homologues.

La fonctionnalité de Carnac a été établie sur plusieurs jeux de données. Nous commencons
par reprendre une étude comparative des méthodes de prédiction menée dans [42], qui inclut
Carnac. C’est l'objet des figures 4.5 et 4.6. Ces données de benchmark concernent huit familles
de séquences présentant un taux de similitude élevé (de 80% a 90% ) ou moyen (de 60% a 80%).
Elles montrent que Carnac est particuliérement efficace et sélectif.

Nous complétons cet batterie de tests avec trois exemples sur des séquences avec un taux
de similitude plus bas, qui ont fortement divergé d’une espéce a ’autre. C’est le domaine d’ap-
plication typique de Carnac, ol les méthodes de prédiction nécessitant un alignement préalable
ne peuvent plus s’appliquer. Il s’agit d’une famille de RNase P qui reprend 'exemple de la sec-
tion 2.3 (figure 4.7), d’une famille de télomérases de ciliés (figure 4.8) et d'une famille d’ARN
ribosomiques (figure 4.9). Le dernier jeu de données ouvre de nouvelles perspectives. Il s’agit de
séquences partiellement structurées (des parties 5’UTR d’enterovirus). Dans ce contexte, Carnac

*http ://bioinfo.lifl.fr/carnac
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% identité nombre de
jeu de données longueur | deux & deux séquences
élevé | moyen | élevé | moyen
LSU rRNA (E. coli) 2904 88.1 72.0 11 11
SSU rRNA (E. coli) 1542 | 90.7 | 80.0 11 11
RNase P (E. coli) 377 81.5 67.1 9 11
tRNA-phe (S. cerevisiae) 73 84.4 60 11 11
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F1G. 4.5: Comparaison des méthodes d’analyse comparative I (d’apres [42])

L’ensemble de test est constitué de huit jeux de données pour lesquels les structures secondaires
et tertiaires sont bien établies. Quatre ont un taux de similitude élevé et quatre un taux de
similitude moyen, avec une longueur variant de 70 & prés de 3000 bases (tableau du haut). Les
résultats obtenus avec chacun des programmes sur chacun des jeux de données sont évalués par
le coefficient de corrélation de Matthews [5], qui prend en compte la sensibilité et la séléctivité
des prédictions. Il apparait que la longueur des séquences est un facteur limitant pour la plupart
des méthodes. Ces diagrammes montrent clairement le bon comportement de Carnac. 11 fait jeu
égal avec Alifold, qui travaille & partir d’un alignement multiple. Carnac refolded correspond
4 une option de Carnac ou la structure est prédite en deux étapes : un premier passage avec
Carnac produit une premiére structure ou toutes les tiges sélectionnées doivent montrer des
covariations, puis cette structure est completée par un second passsage en relaxant la condition
sur les mutations compensatoires.




4.3. Résultats expérimentaux

o7

Plan A: avec alignement multiple préalable
100 -

* RNAalifold
* ILM
90 H pfold
O RNAfold
O Mfold (1)
80 H Sfold (1)
70+
°
& 6o
N}
=
S 50 Methods
‘@
c
§ aor
30
20+
10+
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Sélectivité (%)
Plan B: sans alignement multiple
100
O Carnac
¢ Carnac Refolded
90{ O Dynalign Carnac O
Foldalign
O RNAfold Refolded
80H O Mfold (1)
Sfold (1)
70+
—~ (o)
S 60 ©
@ MFE
=
S 50 Methods
‘@
5
n 4or Carnac
30+ .
Foldalign
20+
10+
O Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sélectivité (%)

F1G. 4.6: Comparaison des méthodes d’analyse comparative II (d’apres [42])

Cette figure compléte la figure 4.5. Elle distingue les programmes qui travaillent & partir d’un
alignement multiple préalable supposé correct (plan A : RNAalifold, Pfold) des programmes qui
ne demandent pas d’alignement multiple (plan B : Foldalign, Dynalign et Carnac). Sur les deux
graphiques, les méthodes classiques de minimisation de ’énergie libre (Mfold, RNAfold et Sfold)
sont indiquées comme référence. Cela fait apparaitre que Carnac est la méthode de choix pour
le plan B. De plus, sa sélectivité est comparable & celle des algorithmes du plan A.
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Carnac
nom appariements vrais positifs | faux négatifs
D. desulfuricans 84 79 (94%) 27%
D. wvulgaris 74 69 (93%) 36%
G. sulfurreducens 80 68 (85%) 39%
C. jejuni 61 54 (88%) 41%
H. pylori 57 51 (89%) 40%
RNAga
nom rang | appariements | vrais positifs | faux négatifs
D.desulfuricans 1 90 64 (71%) 41%
D.vulgaris 2 91 53 (58%) 51%
G.sulfurreducens 4 102 67 (66%) 39%
C.jejuni 10 79 43 (55%) 52%
H.pylori 1 84 40 (48%) 52%
Foldalign
nom appariements | vrais positifs | faux négatifs
D. desulfuricans 12 5 (41%) 95%
D. vulgaris 12 5 (41%) 95%
G. sulfurreducens 12 5 (41%) 95%
C. jejuni 13 5 (38%) 94%
H. pylori 10 5 (50%) 94%

FiG. 4.7: Résultats de Carnac pour une famille de RNase P

Ce jeu de données est composé de cing séquences de RNase P de la famille Delta/Epsilon Purple
Bacteria [11]. Il comprend notamment les deux séquences de la figure 2.5 qui ne s’alignent pas.
Les séquences font 350 bases de long. Elles présentent une structure consensus composée de 16
a 17 tiges, qui varie selon les espéces (voir figure 2.5). La conservation au niveau de la structure
primaire est plus faible que pour ’exemple de la figure 4.5 (environ 60%) et la présence de deux
pseudo-nceuds fait que les méthodes thermodynamiques classiques, [158] ou [57], s’appliquent
mal. Nous comparons les résultats de Carnac & deux autres méthodes qui travaillent dans le
méme contexte, sur des séquences non-alignées : RNAga [17] et Foldalign [47]. Pour chaque
repliement sont indiqués le nombre d’appariements prédits, le nombre et le pourcentage de vrais
positifs, et le pourcentage de faux négatifs. Pour RNAga, nous avons sélectionné la meilleure
structure parmi les dix proposées en indiquant son rang.
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1. Prédictions de Carnac

AF417611/283-441 U10565/50-238 AF417612/231-392

3. Résultats comparés de Carnac, RNAga et Mfold sur la séquence AF417612/231-392
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F1G. 4.8: Résultats de Carnac pour des télomérases de ciliés

Le télomérase est un complexe ribonucléoprotéique qui permet 1’élongation et la conservation
de la taille des téloméres. Il est constitué d’un assemblage entre une transcriptase inverse ren-
fermant une sous-unité catalytique et une molécule d’ARN. Les ARN du télomérase différent
beaucoup en séquence et en structure entre les différents domaines. La banque RFAM propose
17 séquences, dont le taux d’identité est égal & 58%. Lorsqu’on tente de les aligner par des al-
gorithmes classiques d’alignement multiple (avec Clustal ou Dialign2), ces séquences s’alignent
trés mal. Les prédictions proposées par PFOLD, RNAalifold (non montrés) et X2S qui sont
tributaires de la qualité de l'alignement multiple initial, sont de ce fait totalement erronées.
Nous avons appliqué Carnac sur trois séquences, qui semblent présenter le plus de disparités
(AF417611/283-441, U10565/50-238, AF417612/231-392). Il apparait que RNAga ne trouve pas
la structure. Les prédictions de Carnac et Mfold sont en accord avec la structure consensus dis-
ponible dans [49].
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Mifold | Carnac

organisme sous-opt. | rang ‘ app. pred. | vrais pos. ‘ faux neg. | app. pred.

M.jannaschii | 14 9 494 | 204 (59%) | 35% 325 | 257 (79%) | 44%
S.solfataricus 16 7 495 287 (57%) 38% 355 300 (84%) 35%
E.coli 27 21 476 340 (71%) 28% 321 278 (86%) 41%
B.subtilis 17 5 489 271 (55%) 42% 324 268 (82%) 43%

vrais pos. | faux neg.

FiG. 4.9: Résultats de Carnac pour une famille I’ARNr 16S

Les ARN ribosomiques 16S sont des constituants essentiels de la petite sous-unité du ribosome
présents chez toutes les bactéries. Ils partagent une structure consensus commune, qui varie
toutefois au fil des espéces en fonction de la distance évolutive. La séquence fait approximative-
ment 1500 nucléotides, et la structure consensus comporte environ 80 tiges. Nous avons choisi
une espéce représentative de chaque domaine de facon & tester la robustesse de Carnac face a
ces variations [151]. Pour Mfold, figurent le nombre de structures sous-optimales proposées, et
pour la meilleure d’entre elles, son rang parmi les sous-optimales ainsi que le nombre d’apparie-
ments prédits et les pourcentages de vrais positifs et faux négatifs. Il apparait que Carnac est
particuliérement sélectif, tout en ayant un taux de couverture plus faible que Mfold.
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F1a. 4.10: Résultats de Carnac pour des ARN messagers d’entérovirus

Ce jeu de données est constitué d’un groupe de 12 séquences d’ARN messagers d’entérovirus
codant pour la méme polyprotéine, étudié dans [84]. Chaque séquence fait 1800 bases, et est
composée de la région 5’ non traduite (de 0 & 700) et du début du cadre ouvert de lecture (de
700 & 1800). La région en amont présente vraisemblablement des éléments de structure, mais
pas la partie codante. Le résultat de Carnac conforte cette hypothése : toutes les tiges prédites
sont situées avant le codon START, et rien n’est détecté ensuite.
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permet de détecter la présence ou ’absence d’une structure commune, si on fait ’hypothése que
les séquences sont homologues (figure 4.10).

Ces exemples démontrent la robustesse de Carnac face a des données avec un faible niveau
de conservation. Carnac prend le relais des méthodes comparatives quand ’obtention d’un ali-
gnement multiple est problématique. Dans ce cadre, les prédictions obtenues sont globalement
aussi sélectives, au détriment toutefois de la sensibilité.

Enfin, les optimisations algorithmiques mises en ceuvre s’avérent suffisamment efficaces pour
pouvoir traiter dans de bonnes conditions de longues séquences, ce qui était une des motivations
initiales. Le temps de calcul de Carnac est fonction de la taille du jeu de données et de la distance
évolutive entre les séquences. Pour donner une estimation, les différents jeux de données présentés
ici nécessitent en temps CPU moins de 1 seconde pour le jeu de télomérases, 15 secondes pour
les ARN RNase P et quelques minutes pour les 12 séquences d’entérovirus de 1800 bases de long
(sur un PC de bureau).

4.4 Perspectives

Les travaux présentés dans ce chapitre traitent de la prédiction de la structure secondaire des
ARN dans le cadre classique de ’analyse comparative, en présence d'une famille de génes 4 ARN
homologues. Mais les nouvelles données apportées par les programmes de séquengage apportent
un éclairage qui renouvelle la problématique de l'inférence de structure.

Une premiére direction de recherche est motivée par I’étude des ARN messagers. Différents
travaux mettent en évidence la formation de courts motifs structuraux qui participent au controle
transcriptionnel et post-transcriptionnel de I'expression des génes. Ce phénoméne est connu chez
les bactéries, avec la formation de tiges boucles comme terminateur de la transcription dans la
partie 3’ non traduite de ’ARNm. Des motifs peuvent apparaitre dans la région 5’ non traduite,
comme les éléments IRE (iron response element) qui participent a la stabilité du messager via
la liaison & des ions [98]. Ils peuvent également se former au sein des ORF et dans ce cas
ils influent sur le processus de traduction, en induisant un décalage du cadre de lecture par
exemple [7]. Les méthodes de prédiction existantes ne sont pas armeées pour analyser des séquences
qui présentent des éléments structurels locaux. Il y a donc un besoin d’algorithmes de recherche
et de découverte de signaux liés par une structure commune sans conservation de séquence.
La difficulté est accentuée par le fait que ces motifs contiennent souvent des pseudo-nceuds. Le
logiciel ComRNA [67] est un premier outil qui permet la gestion de pseudo-noeuds sans alignement
préalable, mais il ne s’applique qu’a de courtes séquences suffisamment conservées.

Un second probléme est de décider si une séquence présente effectivement une structure
fonctionnelle. La comparaison & grande échelle entre les génomes humain, de rat et de souris
fait apparaitre plusieurs dizaines de clusters de séquences conservées qui ne sont pas annotées
comme codantes et qui sont des candidats pour étre des génes & ARN [6]. Comment discriminer
entre les génes & ARN et les génes codants? Dans le cas d’une seule séquence, cette question
reste ouverte. Le modéle thermodynamique ne permet pas de distinguer entre le codant et le
non-codant, faute de signal statistiquement valide [152]. Dans le cas particulier d’alignements
homme /souris, le programme QRNA propose une approche par apprentissage a partir de I’analyse
de la distribution des mutations [110] : les substitutions observées dans l’alignement sont-elles
des mutations silencieuses au regard du code génétique ou peuvent-elles plutdt s’interpréter
comme des mutations compensatoires? Ce travail est pionnier dans le sens ol c’est le premier
modéle proposé, mais les résultats restent perfectibles. Comme le montre la figure 4.10, Carnac
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permet partiellement d’aborder cette question dés lors que ’on dispose d’un nombre suffisant de
séquences, mais deux séquences ne suffisent pas.

Cette nouvelle thématique de prédiction/détection de la structure pose comme probléme
corollaire 1’évaluation de la significativité des observations. C’est un aspect particuliérement
sensible quand on prédit un motif structural local de quelques dizaines de nucléotides seulement,
ou une structure globale commune pour des séquences avec un niveau de conservation tres élevé.
Un tel projet implique d’avoir des modéles d’évolution des ARN et des modéles de génération
aléatoire. On rejoint 1a les perspectives du chapitre précédent sur la comparaison de structures.
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Chapitre 5

Analyse des régions régulatrices

Apreés I’étude des structures d’ARN, ce chapitre aborde un second théme bio-informatique :
I’analyse des signaux de régulation qui participent au niveau de ’ADN au controéle de la trans-
cription. Ces travaux ne portent pas sur la modélisation ou la découverte des motifs associés,
mais plutét sur leur localisation et leur combinaison. Si on souhaite raisonner & 1’échelle d’un
génome, cela pose des problémes algorithmiques spécifiques & cause de la taille des données et
des biais de composition. Ce sont des recherches en cours, qui ont été initiées avec la thése de
Matthieu Defrance débutée en 2003 et la thése d’Aude Liefooghe démarrée cette année, en 2004.
Elles s’inscrivent dans un projet général pour ’analyse des régions régulatrices dans les génomes
d’eucaryotes supérieurs (avec la suite TFM-Scan, TFM-Explorer et TFM-Database 3).

5.1 La régulation transcriptionnelle

La régulation de l'expression des génes permet & la cellule de se différencier et d’avoir une
réponse adaptée & son environnement. L’activité d’'un géne et la synthése d’'une protéine sont
controlées a plusieurs niveaux : l’initiation de la transcription, qui conduit & la synthése de
I’ARNm, I’épissage, le transport ’ARNm, l'initiation de la traduction, les modifications post-
traductionnelles, la dégradation des ARNm et des protéines. Dans cette multiplicité de méca-
nismes, nous mettons l'accent sur l’étape préalable d’initiation de la transcription.

La transcription est déclenchée par la présence de ’ARN polymérase et implique 'intervention
de protéines auxilliaires spécifiques, les facteurs de transcription. Les facteurs de transcription
agissent en se fixant & ’ADN en impliquant un domaine de liaison qui présente une affinité pour
un court motif nucléique, un site de fixation, dans la région promotrice. La nature et le nombre
de facteurs de transcription fixés sur un promoteur déterminent la spécificité et 'intensité de
transcription [106].

L’initiation de la transcription demande ainsi l’assemblage d'un complexe multiprotéique,
ce qui ouvre la porte & des mécanismes régulateurs sophistiqués. Les sites de fixation peuvent
se trouver & de multiples endroits par rapport au promoteur du géne. Chez les eucaryotes, on
a mis en évidence l’existence d’éléments situés plusieurs milliers de bases en amont du site
d’initiation de la transcription ou dans les introns, souvent en synergie avec des éléments plus
proches. Au niveau génomique, en dimension un, la régulation transcriptionnelle se traduit donc

3TFM : TF signifie Transcription Factor, et le M est pour Module ou Matriz ou Magic ou Matthieu, car c’est
Matthieu Defrance qui le premier s’est attelé a ce travail, avec TFM-Explorer
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TATa.

F1G. 5.1: Séquence consensus pour la boite de Pribnow (& partir de [127])
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La boite de Pribnow est un signal d’environ 10 nucléotides situé en amont du site
d’initiation de la transcription qui interagit avec I’ARN polymérase chez les procaryotes.
La figure montre un échantillon de 6 sites. La premiére séquence consensus possible pour
cet alignement est TATAAT, formée en relevant la base la plus fréquente & chaque position.
Cela ne capture qu’un tiers des sites. Si on autorise une substitution, on attrape la moitié
des sites, avec une occurrence toutes les 200 bases en moyenne. Pour reconnaitre les 6
sites, il faut autoriser deux substitutions et dans ce cas, le motif apparait toutes les 30
bases en moyenne. Une solution alternative est de partir d’un consensus plus souple,
TATRNT, qui permet d’identifier 4 des 6 sites. La fréquence associée est 500 bases. Avec
une substitution, les 6 sites sont représentés, mais on obtient une occurrence toutes les
30 bases.

par une combinaison de signaux dans I’ADN, les sites de fixation. Cette information ne capture
pas toute la complexité du phénomeéne, loin s’en faut. Elle ignore la structure de la chromatine,
la méthylation de ’ADN, la dynamique de la fixation [50]. C’est toutefois un matériau qui se
préte a un traitement bio-informatique et qui permet un premier pas vers la compréhension des
mécanismes spécifiques qui conditionnent ’expression d’un géne.

5.2 Le modéle des matrices

Les sites de fixation pour un facteur donné ne sont pas des motifs exacts. Ils présentent
des variations, qui participeraient & la modulation du contrdle de I'expression. Suivant ’affinité
du site, et donc la qualité de l'interaction ADN-protéine, un méme facteur peut ainsi jouer sur
I'intensité de la transcription en fonction du géne.

Il faut un mode de représentation pour 1’ensemble des sites de fixation associés & un méme
facteur. Les articles de revue [127, 128, 143] font le point sur cette question. Une séquence
consensus simple, écrite & partir du code ITUPAC, ne convient pas. L’exemple de la figure 5.1
montre les limites de cette approche. Les matrices sont des modéles probabilistes plus riches qui
permettent d’obtenir un compromis entre la sensibilité et la sélectivité. Le point de départ de la
construction d’une matrice pour un facteur de transcription est un échantillon de sites de fixation
connus, regroupés dans un alignement multiple. Le score d’un mot s’interpréte comme

o probabilité dans le modeéle cible (alignement multiple)
&2 probabilité dans le modéle de fond (génome)
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Deux hypotheses simplifient ce travail : la premiére est que les contributions énergétiques sont
additives. Cela permet de représenter la spécificité par une matrice mono-nucléotide, sans prendre
en compte les voisins. La deuxiéme est que le modéle de fond, le génome, peut étre approximé
par une séquence aléatoire générée par un modéle de Bernoulli. On a ainsi un systéme de score
additif. On définit w(b, i) le score de la base b a la position i.

w(b,i) = log, (ﬁ)) (5.1)

ou fi; est la fréquence de la base b a la position 7 de I’alignement et p;, est la fréquence moyenne
de la base b dans le génome. Les poids positifs bonifient les bases qui apparaissent plus que la
moyenne dans le modéle, et les poids négatifs pénalisent les bases qui apparaissent moins que la
moyenne. Les substitutions sont pénalisées en fonction de la conservation de la position. Cette
définition des poids pour la matrice trouve également une justification thermodynamique : c’est
la valeur qui maximise la probabilité de liaison a toutes les séquences de ’échantillon [8]. Le score
d’un mot wu;g - - - u, est calculé simplement :

n

Score(uy - - - up) = Z w(ug, 7).

=1

Il peut étre assorti du calcul de la P-valeur [125, 63|, qui informe sur sa significativité. La P-
valeur est ici la probabilité d’observer un score supérieur ou égal a une position donnée. On peut
également rapprocher ce systéme de score de Ientropie relative (ou distance de Kullback-Leibler,
ou contenu en information) de ’alignement multiple a la position 7 :

[seq(i) = Zfb,i 10g2 <&) . (52)
b Py

L’entropie relative est égale au score moyen & la position ¢ pour les séquences de ’échantillon
d’apprentissage.

La pertinence de la représentation par matrice et du calcul de score associé a été établie
in vitro pour différentes familles de facteurs de transcription. La trés grande majorité des sites
prédits se lie effectivement [136], et le score refléte la spécificité du site [114]. Il existe plusieurs
bases de données de sites de fixation, assortis des matrices correspondantes, comme Transfac
[148], Jaspar [116] ou Plantcare [88] pour les eucaryotes. La diffusion de ces données assure la
popularité du modéle.

5.3 Localisation & grande échelle des sites de fixation

La disponibilité de nombreux génomes, et notamment de génomes eucaryotes, ouvre la voie &
la recherche systématique de sites de fixation & grande échelle. On accéde ainsi aux séquences des
introns, aux positions distales dans les promoteurs. On peut extraire des genes cibles potentiels
a ’échelle d’un génome. Quels sont les génes qui contiennent un site de fixation pour tel facteur
a telles positions ? Quels sont les génes qui présentent une association de facteurs donnés dans
leur voisinage ?

Les algorithmes mis en ceuvre dans les programmes usuels, tels que Patser [157] ou Matinspec-
tor [109], ne sont pas adaptés & ce changement de perspective. A titre de référence, I’identification
de l'intégralité des matrices de vertébrés de Transfac sur le génome humain avec Patser nécessite
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GCCGGAAGTG
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FiG. 5.2: Construction d’un matrice de poids pour modéliser le site de fixation du facteur
c-FEts-1

Le point de départ est un alignement multiple de 15 séquences contenant un site de fixation pour
c-Ets-1 (source : Transfac M00032 [148]). A partir de cet alignement, on construit une matrice
de comptage. C’est une matrice de quatre colonnes (une par base) et chaque ligne correspond
4 une position de ’alignement multiple. Cette matrise est normalisée pour donner la matrice
de fréquences. La matrice de poids w est ensuite obtenue en corrigeant par rapport au modéle
de fond, avec la formule 5.1. Le calcul suppose ici que les quatre bases sont équiprobables,
et il intégre des pseudo-poids pour corriger une éventuelle sur-adaptation. En bas figure la
représentation de la matrice de poids sous forme de logo, basée sur l'entropie relative (équation
5.2) [120]. Cela fait apparaitre les positions conservées et la qualité informationnelle de la matrice
de poids.
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Fi1G. 5.3: Modélisation des sites de fixation pour des facteurs de la famille GATA
La figure montre deux matrices pour des sites de fixation de facteurs de la famille
GATA, parmi les 17 que compte Transfac pour cette famille. Les deux matrices sont
de longueur différente : VSGATA Q6 compte 7 colonnes et VSGATA1 04 13 colonnes.
Mais la représentation de ’entropie relative position par position fait apparaitre que
les colonnes supplémentaires de VSGATA1 04 ne sont pas informatives. De fait, la
proportion de prédictions communes pour les deux matrices, avec un seuil de sélection
déterminé par la P-valeur égal & 1078, est environ 80%.

plus de 24 heures de calcul. L’idée est d’accélerer le calcul en tirant parti du fait que les banques
de matrices sont des données stables, que 'on peut pré-traiter. Nous proposons avec TFM-Scan
deux types d’optimisation : regrouper les matrices suivant leur similitude et pré-calculer les scores
avec une structure d’index.

5.3.1 Groupement de matrices

La premiére optimisation repose sur une classification des matrices en fonction de la similitude
des sites de fixation associés. En effet les matrices ne sont pas toutes indépendantes, et certaines
s’organisent naturellement en groupes homogénes. Il y a des arguments biochimiques & cela. Des
facteurs de la méme famille peuvent avoir des domaines de liaison & ’ADN similaires, et donc
des affinités pour des sites de fixation proches. Les facteurs GATA de la figure 5.3 illustrent cette
remarque. La proximité de matrices peut également s’expliquer par ’histoire de la constitution
de la base de données, avec des données redondantes provenant de différentes sources bibliogra-
phiques. Enfin, le regroupement concerne aussi les prédictions issues d’une méme matrice, sur le
brin direct et sur le brin indirect par exemple avec les sites palindromiques.

Le probléme de comparer des matrices a été abordé récemment dans [121]. Nous avons besoin
ici d’'un mode de comparaison opérationnel qui informe sur les variations de score induites. La
comparaison entre matrices se fait suivant un alignement avec insertions et délétions limitées aux
colonnes extrémales. Le score d’une substitution entre deux colonnes est donné par la différence
maximale de score pour une lettre. Le score des insertions et des délétions est égal au score
maximal de la colonne (ce qui correspond & une substitution avec le modeéle de fond, décrit
par le pourcentage en A, C, G et T). On obtient ainsi une distance qui permet de former
des groupements homogénes de matrices. L’idée est ensuite d’associer & chaque groupement
une matrice représentante accompagnée d’un intervalle de scores. En dehors de cet intervalle
d’incertitude, on peut conclure directement pour chaque matrice du groupe a l'existence ou a la
non-existence d’un site. Cette analyse s’appuye sur la distribution des scores des matrices.
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F1G. 5.4: Répartition des longueurs de matrices de vertébrés dans Transfac 6.0

5.3.2 Indexation des matrices

La seconde optimisation est orthogonale a la premiére, dans le sens ou elle s’applique aussi
bien aux matrices obtenues par regroupement qu’aux matrices initiales proposées dans les ban-
ques. Elle vient du constat suivant : quand on balaye un long texte sur un alphabet fini, a fortior:
un alphabet de quatre lettres comme ’ADN, il y a nécessairement des répétitions de courts motifs.
Cette remarque est a ’origine, de maniére beaucoup plus sophistiquée, de 1’algorithme des quatre
Russes pour l'alignement de séquences. Dans le cas des matrices, cela conduit simplement &
pré-calculer les scores des matrices pour des motifs de longueur donnée. Ce pré-traitement est
d’autant plus efficace que la base de données de matrices est connue a ’avance, et il peut donc
étre réalisé une fois pour toute.

La longueur moyenne d’une matrice est trop importante pour étre traitée par un seul motif.
Il est nécessaire de recourir & un index modulaire, avec un découpage qui exploite ’additivité du
score. Par exemple, supposons que ’on découpe une matrice de n positions en trois tranches, de
longueur 4, j—i et n—j. Le score final S(1..n) d'un mot est égal a S(1..i)+S(i+1..7)+S(j+1..n).
Pour chaque tranche, on pré-cacule ’ensemble des scores possibles, ce qui donne trois index de
taille totale égale & 4* + 47~ 4+ 4"~J_ Si on applique ce méme découpage 3 toutes les matrices,
on obtient un index de taille (a + b+ ¢)4° + (b + ¢)47 =" + c4"J a étant le nombre de matrices
de moins de i colonnes, b le nombre de matrices comprenant de ¢ + 1 & j colonnes et ¢ le
nombre de matrices de plus de j colonnes (on suppose que n est la longueur maximale). II reste
4 déterminer les paramétres du découpage, c’est-a-dire le nombre et la taille de chacun des index
& combiner. Le but est d’optimiser le temps global d’éxécution tout en respectant la taille de
I’espace disponible. Il n’y a aucun argument a priori pour que les différents index soient de



5.4. Régions exceptionnelles 71

longueur identique. La figure 5.4 montre que la répartition des tailles des matrices n’est pas
uniforme. L’idée est de favoriser le changement d’index aux longueurs qui correspondent & des
bornes de matrices. Formellement, pour chaque découpage p d’un ensemble de matrices M, on
peut calculer ’espace mémoire e(p) nécessaire a la construction de l'intégralité des structures
d’index, et le nombre d’additions s(p) a réaliser pour calculer la totalité des scores & une position
donnée dans le texte. L’ensemble M et 1’espace mémoire disponible étant connus, on choisit le
découpage p qui minimise s(p) sous la contrainte que e(p) soit inférieure & l’espace disponible. On
s’est ainsi ramené & la résolution d’un probléme d’optimisation sous contraintes particuliérement
simple. Pour ’exemple de la figure 5.4 avec une limite de 256 Mo, on obtient un découpage en
quatre index, de taille respective 9, 9, 7 et 5. Le gain de temps par rapport a Paster est alors un
facteur 9.

5.4 Régions exceptionnelles

5.4.1 Futilité des prédictions

A la pertinence du modeéle des matrices in vitro, évoquée en section 5.2, répond toutefois le
« théoréme » suivant, bien connu des utilisateurs d’outils de prédiction de sites de fixation.

Futility theorem (Wasserman). Prés de 100% des sites de fization prédits n’ont pas de fonc-
tion in vivo.

Cet état de fait n’est pas tant imputable au modeéle des matrices, qu’a la difficulté intrinséque
du probléme. Il s’explique par le faible contenu informationnel des séquences de fixation, par la
longueur des régions potentiellement régulatrices & considérer. C’est également la conséquence du
manque de compréhension des autres mécanismes intervenant dans les modalités de l'interaction
ADN-protéines et dans le processus de régulation.

Le probléme du bruit se pose avec d’autant plus d’acuité que ’on souhaite travailler & grande
échelle. 11 est toutefois possible d’améliorer le futility theorem en présence de jeux de génes
régulés par un méme facteur de transcription, comme c’est le cas typiquement pour 'analyse de
données de biopuces. Il est alors possible de travailler plus finement avec la recherche de motifs
sur-représentés. L’hypothése est que les motifs présents dans les régions régulatrices et qui ont
une fréquence d’occurrence exceptionnelle sont impliqués dans la régulation de génes. Cette
approche s’est révélée féconde avec la découverte de motifs exacts ([137, 27| pour les procaryotes
ou la levure), ou de motifs approchés ([4, 131] pour plusieurs organismes eucaryotes). Il peut
également s’agir de la sur-représentation de motifs connus modélisés sous la forme de matrices,
comme dans Toucan [1], Mscan [2] ou TFM-Explorer, que nous allons présenter.

Méme si le domaine d’application est totalement différent, la démarche reléve de la méme
philosophie que la recherche de structure commune pour les génes & ARN homologues du chapitre
4. Elle utilise I’évolution pour extraire du signal parmi le bruit. Pour la prédiction de structures
d’ARN, il s’agissait de construire une structure secondaire consensus parmi la multitude de struc-
tures secondaires potentielles. Ici, on postule que les mécanismes de régulation transcriptionnelle
sont conservés pour détecter les sites actifs parmi la multitude de sites prédits.

5.4.2 Sur-représentation locale

TFM-Explorer est une méthode pour extraire dans une famille de séquences des régions
présentant des sur-représentations de sites prédits pour un facteur donné dans une famille de
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Fi1G. 5.5: Densité des sites prédits

Ces graphiques montrent trois exemples de répartition de sites prédits pour des matrices
de composition et de contenu informationnel différents pour des génes humains. L’axe
des abscisses indique la position sur la séquence relativement au site d’initiation de la
transcription et I’axe des ordonnées la fréquence d’observation d’un site a cette position.

séquences. Ces idées sont déja présentes dans [1, 140, 2] qui proposent une analyse statistique de
la significativité de tels phénomeénes. La nouveauté est d’accompagner le traitement statistique
d’une heuristique d’inférence de fenétres d’intérét. Aborder le probléme sous cet angle offre
I’avantage de ne pas avoir & faire d’hypothéses sur la localisation, ni sur la taille des régions
recherchées. C’est un point de vue local adapté a ’analyse de longues séquences, oul les signaux
de régulation ne couvrent qu’une partie des données. Enfin, cela permet de s’affranchir des biais
induits par la composition hétérogéne des régions potentiellement impliquées dans le contréle de
la régulation, en considérant un modeéle de fond positionnel. La figure 5.5 donne trois exemples
de distribution de prédiction de sites pour trois facteurs de transcription.

TFM-Explorer intervient aprés une étape préliminaire de localisation de sites de fixation
potentiels. Le déroulement est présenté sur la figure 5.6. Séparer la la localisation des sites de
leur sélection permet de faire I’économie de 'algorithme de Viterbi. La détection des fenétres
candidates est ensuite basée sur un algorithme de balayage. Le point de départ est la comparaison
de deux modeéles : le modéle de fond, basé sur 1’échantillon de référence, et le modéle cible,
décrivant les fenétres significatives recherchées. Pour chaque position ¢, ces modéles peuvent étre
simplement décrits par les paramétres p; et ¢; : p; est la probabilité d’observer un site a la position
i dans ’échantillon de référence et g; est la probabilité d’observer un site dans une région d’intérét
de ’échantillon d’étude. A chaque position 7, on associe un score s(i) qui indique I’appartenance
au premier ou au second modéle.

s(i) = log P(qi; n, k) — log P(pi,n, k) (5.3)

ou P(p;,n,k) est la probabilité d’observer k sites & la position ¢ pour les n séquences dans le
modéle de fond, et P(q;,n,k) la probabilité du méme événement dans le modéle cible décrit
par ¢;. Pour estimer P(q;,n,k) et P(p;,n,k), le calcul est simplifié en faisant ’hypothése que
les positions des sites sont indépendantes. Cela est raisonnable, notamment parce que nous ne
considérons que les sites non chevauchants et que la distance moyenne entre deux sites est toujours
beaucoup plus importante que la longueur d’un site de fixation. La probabilité d’observer k sites
a la position ¢ pour les n séquences dans le modéle de fond décrit par p; se calcule avec une loi
binomiale. On obtient ainsi
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Fi1G. 5.7: Extraction des fenétres d’intérét avec TFM-Explorer
, gi 1 —gqi
s(i) = klog — + (n — k) log —— (5.4)

Di 1—pi

Il reste ensuite & déterminer p; et ¢;. Les valeurs de p; sont naturellement calculées & partir du

modéle de fond. Pour ¢;, comme nous recherchons les fenétres avec une forte densité relative,

nous appliquons un ratio fixe : » = £ Enfin, on extrait les fenétres candidates en recherchant

les positions ot le score reste croissant. Pour cela, on utilise un score cumulatif, ayant 0 comme
valeur plancher : S; = max(0,.S;_1 +s;). Ce systéme est additif par construction. Il est calculé de
maniére incrémentale le long des séquences (figure 5.7). Les fenétres ainsi trouvées sont ensuite
classées en fonction de leur significativité, avec le calcul de la P-valeur.

La P-valeur d’une fenétre [i..j] dépend de plusieurs paramétres : les positions i et j sur la
séquence, la matrice M, le nombre de sites k, le nombre de séquences n. Cette fois, le raisonne-
ment est sur une fenétre donnée, et non sur 'ensemble du jeu de séquences, ce qui permet dce
faire I’hypothése que la distribution des sites sur cette région est uniforme. La loi de comptage
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Fi1G. 5.8: Comparaison des distributions observée et calculée pour le score cumulé des
sites de fixation

La figure porte sur la distribution des scores cumulés pour les sites prédits avec la matrice
ATHB1_1 sur une fenétre de 400 bases pour 20 000 génes humains L’approximation est
obtenue en composant une loi de Poisson avec une loi exponentielle.

pour les motifs exacts sans chevauchement est bien étudiée [112]|. Sa loi limite est une loi de
Poisson, dés lors que l’espérance d’occurrence du motif est petite. Le seuil appliqué aux scores
des matrices assure que l’espérance d’occurrence est suffisamment faible. A défaut d’une solution
plus satisfaisante, c’est que nous avons retenu. C’est également ce qui est fait dans [140].

Les travaux actuels portent sur I’extension du calcul de la P-valeur pour prendre en compte
la qualité des sites de fixation prédits dans le paysage de la régulation. Cela se fait en composant
la loi de distribution des sites avec la loi de distribution des scores des matrices. La figure 5.8
montre I'approximation obtenue dans un cas favorable.

TFM-Explorer, dans sa forme actuelle, est accessible publiquement avec un formulaire web?.

“http ://bioinfo.lifl.fr/TFM-Explorer
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5.4.3 Les facteurs Rel/NF-xB et leurs génes cibles

Cette approche a fait ’objet d’une validation, en collaboration étroite avec Karo Gosselin et
Corinne Abbadie de 'UMR CNRS 8117 (Institut de Biologie de Lille), sur un jeu de données de
génes régulés par les facteurs de transcription de la famille Rel/NF-xB. Une premiére version de
ce travail est décrite dans [26].

Les facteurs NF-xB sont connus pour étre impliqués dans le développement de différents types
de tumeurs chez 'homme, de par leur participation au controle des mécanismes de prolifération,
apoptose et sénescence [90]. Ce sont également des régulateurs majeurs des réponses immunitaires
et inflammatoires [91]|. Chez les vertébrés, cing protéines de la famille Rel/NF-xB sont connues :
c-Rel, RelA (ou p65), RelB, NF-xB1 (ou p50) et NF-xB2 (ou p52). Toutes ces protéines ont en
commun dans leur moitié N-terminale un domaine conservé d’environ 300 acides aminés, le Rel
Homology Domain (RHD) qui représente le domaine de fixation & I’ADN. Les facteurs Rel/NF-
kB se fixent sur ’ADN sous forme dimérisée en reconnaissant spécifiquement des sites xB, dont
la séquence consensus, un quasi-palindrome, est 5> -GGGRNYYYCC-3’ oul R est une purine, Y une
pyrimidine et N un nucléotide quelconque. Cette affinité est particuliérement élevée (10-10 & 10-
13 M pour I’hétérodimeére p50/RelA), ce qui distingue cette famille de nombreux autres facteurs
de transcription. Bien sir, 'affinité pour ’ADN des différents dimeéres varie en fonction de la
séquence exacte du motif kB qui varie d’'un promoteur & 'autre. Par exemple, les homodiméres
p50 ont une meilleure affinité pour les sites parfaitement palindromiques qui permettent la liaison
de chaque protéine & un demi-site, tandis que les hétérodimeéres p50/RelA préférent des sites non
totalement symétriques [16].

Le jeu de données a été établi par recherche bibliographique d’articles présentant des résultats
expérimentaux qui démontrent l'implication d’un ou plusieurs sites kB dans la régulation de
Pexpression du géne concerné. La compilation obtenue compte 100 génes humains [48].

Transfac compte six matrices pour les facteurs Rel/NF-xB, qui reflétent les spécificités des fac-
teurs de la famille : CREL_01, NFKAPPA50_01, NFKAPPAB65_01, NFKB_Q6, NFKAPPAB_01 et NFKB_C.
La recherche a été faite de maniére exhaustive pour l'intégralité des matrices de vertébrés de
Transfac 6.0, soit 243 matrices. La figure montre les résultats. TFM-Explorer est capable d’ex-
traire des fenétres de longueur variable, étendue sur plusieurs centaines de bases ou au contraire
trés bréves, bien localisées.

La forme en diade du site de fixation fait que la détection des sites kB se préte mal & une
analyse par motif exact ou par Gibbs sampling. Nous avons appliqué MotifScanner de la suite
Toucan [1], qui fonctionne comme TFM-Explorer en recherchant des sites de fixation produits a
I’aide de matrices. Les résultats sont reproduits en Table 5.11. Quand on considére I'intégralité
du jeu de données, ou méme des régions plus courtes, plusieurs facteurs sont prédits avec une
significativité élevée. Mais aucune prédiction ne correspond au résultat attendu. Cela pourrait
s’expliquer par la taille de la région et I'utilisation d’un modéle uniforme. I1 faut réduire la fenétre
a la région [-500,-1] pour voir apparaitre les facteurs de la famille NF-xB. Les boites TATA, quant
4 elles, ne sont pas détectées. Les autres facteurs prédits sont associés a des matrices riches en
GC. On voit 1a la sensibilité d’une approche locale, par rapport & une approche globale.

Nous avons complété cette étude en I’étendant a la souris. Les génes orthologues des génes
humains ont été sélectionnés grace & Homologeéne [38]. Les résultats obtenus, présentés en figure
5.10, semble indiquer que le contréle par les facteurs Rel-NF-xB pour ce jeu de données est
conservé chez la souris.
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matrice fenétre nb.re de flbre de P-valeur E-valeur
sites séquences
TATA_O1 [-74 :-9] 42 42 3.57e-14  9.55e-05
NFKB_C [ -507 : -16] 204 87 1.71e-13  4.57e-04
NFKAPPAB_01 [ -624 : -17] 237 92 3.32e-13  8.87e-04
NFKAPPAB65_01 [ -520 : -13] 190 83 6.51e-13  1.74e-03
NFKB_Q6 [ -696 : -20] 235 91 1.65e-11  4.41e-02
CREL_01 [ -511 : -17] 173 75 1.58e-10  4.22e-01
TATA_C [ -60 : +42] 39 35 3.61e-10  9.65e-01
RREB1_01 [-4382 :-3855] 240 88 7.05e-10  1.88e+00
NFAT_Q6 [ -231 : -16] 98 62 6.13e-08 1.64e+02
CDXA_02 [-5849 :-5523] 100 49 1.25e-07  3.34e+02

Fia. 5.9: Résultats de TFM-Explorer pour les génes cibles de Rel/NF-xB chez ’'Homme.

Les séquences promotrices des génes cibles ont été extraites pour les positions de -10 000 &
+1000 & partir de I'assemblage hg 16 du génome humain proposé par le Genome Browser de
I"UCSC [74]. Le fait de prendre une longueur importante, 11 000 bases, est volontaire : cela joue
le r6le de controle négatif. L’ensemble des sites potentiels est déterminé & 1’aide des matrices de
vertébrés de Transfac 6.0 avec un critére de sélection uniforme donné par la P-valeur. Le modéle
de fond est construit & partir de 20.000 séquences promotrices humaines.

Le tableau indique les dix meilleures fenétres trouvées par TEFM-Explorer, toutes matrices
confondues. Pour chaque fenétre, sont précisés le facteur impliqué, la localisation, le nombre
total de sites prédits, le nombre de séquences portant ces sites, la P-valeur et la E-valeur.
Parmi les six meilleures fenétres, cinq concernent des matrices Rel/NF-xB. Les fenétres ainsi
détectées ont une longueur variable, mais avec des positions similaires qui se recoupent dans le
promoteur. En les synthétisant, on obtient une région limitée par les positions -520 et -16. 1l
s’agit donc d’une fenétre proximale. Cette prédiction est conforme aux informations disponibles
concernant les sites connus, puisque sur les 149 sites identifiés expérimentalement que comprend
au total la liste des génes cibles, 74% se trouvent dans la fenétre [-520, -17]. La localisation des
sites résiduels est trés variable : certains sont situés plus en amont du site d’initiation de la
transcription, jusqu’a -4000, et d’autres aprés le site d’initiation de la transcription, avant ou
aprés le codon start, dans un exon ou méme dans la région flanquante 3’. Enfin, ces fenétres
peuvent comporter plusieurs sites prédits par séquence, ce qui est également cohérent avec les
données.

TFM-Explorer détecte également, en premiére et en huitiéme positions, une fenétre avec
une sur-représentation importante en boites TATA. C’est une particularité intéressante, qui est
attendue pour des cibles de facteurs rapidement activables. Les boites TATA sont des sites pré-
sents en amont des sites d’initiation de la transcription en position -35 & -25. Ils permettent la
fixation de facteurs généraux de transcription, dont la TBP et TFIID, qui facilitent le position-
nement de PARN polymérase IT sur le site d’initiation de la transcription. Il est admis que les
génes & boite TATA sont des génes facilement et rapidement activables, tandis que les génes
dépourvus de boite TATA seraient transcrits & des taux plus bas et plus constants [106]. La
fenétre riche en boites TATA la plus significative est bien localisée par TFM-Explorer. Elle est
délimitée de -59 & -9.
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matrice fenétre nb?e de flbre de P-valeur E-valeur
sites séquences
NFKAPPAB_01 [ -726 : -46] 169 70 2.02e-12  5.40e-03
CREL_01 [ -757 : -56] 170 62 1.04e-11  2.77e-02
NFKAPPAB65_01 [ -892 : -9] 190 66 7.23e-11  1.93e-01
NFKB_Q6 [ -735 : -57] 164 64 1.88e-10  5.03e-01
AP2_Q6 [-9431 :-7755] 281 64 1.68e-09  4.50e+00
NFKB_C [ -436 : -19] 118 56 2.58e-09  6.89e+00
TATA_O1 [ -59 : 4+230] 45 42 1.86e-08 4.97e+01

F1G. 5.10: Résultats de TFM-Explorer pour les génes orthologues chez la Souris.

MotifScanner MotifScanner
fenétre [-5000, + 1000] fenétre [-500, -1]
matrice nb}“e de P-valeur matrice nbfe de P-valeur
sites sites
EVI1_04 151 0.0 SP1_Q6 80 0.0
PBX1_01 124 0.0 NFKAPPAB65_01 50 5.6-13
CEBPA_01 75 0.0 NFKAPPAB_01 47 6.7-13
HFH1_01 95 0.0 NFKB_C 29 2.1-11
HNF3B_01 157 0.0 CREL_01 42 3.2-11
BRN2_01 56 0.0 NFKB_Q6 37 5.3-11
SRY_O1 95 0.0 NFKAPPAB50_01 19 5.7-6
ARP1_01 77 0.0 GC_01 52 5.0-4
CEBP_01 88 0.0 IRF2_01 9 0.02

Fi1G. 5.11: Résultats de MotifScanner pour les génes cibles humains de NF-xB

Le modéle de fond est basé sur un modéle de Markov d’ordre 3 construit a partir d’un
échantillon d’apprentissage fourni par EPD (ce sont les paramétres recommandés).
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5.5 Perspectives

Les travaux présentés dans ce dernier chapitre ne sont pas finalisés. Ils sont en cours de
réglage et d’implémentation. Concernant TFM-Explorer, les développements actuels sont une
premiére étape vers la détection de combinaisons de sites de fixation. La recherche avec un modéle
local devrait étre particuliérement appropriée pour cette évolution. Cela permet de prendre en
considération dans une méme combinaison des sites distaux et des sites proximaux. Il serait alors
possible de dégager des profils d’association de motifs qui pourrait permettre d’identifier des
génes cibles potentiels & 1’échelle d’'un génome avec TFM-Scan. Ce chapitre est donc riche en
perspectives. Mais il est également porteur de plusieurs limites.

En premier lieu, TFM-Scan et TFM-Explorer sont focalisés sur la modélisation de sites de
fixation par des matrices. Cette approche est par nature limitée aux protéines régulatrices pour
lesquelles les sites ont été identifiés expérimentalement. Un protocole plus satisfaisant serait d’in-
tégrer la découverte de motifs sur-représentés. Des méthodes & base de motifs exacts ou de paires
de motifs exacts, pour les domaines de liaison en forme de dimére, ont été testées avec succés sur
des données bactériennes et de levure [137, 138|. Pour les organismes eucaryotes supérieurs, les
sites de fixation présentent une plus grande variabilité, ce qui suppose de recourir a des motifs
approchés. Il existe pour cela plusieurs méthodes heuristiques telles que Consensus [54|, MEME
[4] ou ’échantillonnage de Gibbs [131], qui reposent sur des stratégies gloutonnes ou itératives
de maximisation de la vraisemblance. Il apparait que ces algorithmes ne sont pas adaptés au
traitement de données volumineuses incertaines. En comparaison, les méthodes exactes avec un
dénombrement exhaustif présentent des avantages. Elles permettent d’accéder aux solutions sous-
optimales et d’éliminer les faux positifs liés aux régions de faible complexité, aux séquences alu,
aux répétitions,. .. Pourrait-on s’appuyer sur un modeéle de représentation, moins riche que les
matrices, qui se préterait & une résolution algorithmique exacte? Cela a été fait par exemple
dans [95], pour des motifs approchés ou les erreurs sont distribuées de maniére uniforme. Cela ne
correspond pas aux sites de fixation connus et répertoriés pour lesquels il apparait que le contenu
en information du motif varie suivant la position dans le site. Nous sommes en train de tester un
premier prototype a visées exploratoires qui extrait des séquences consensus comme premier sas
de sélection.

La deuxiéme limite, qui est fondamentale, est le matériel sur lequel nous travaillons. Le
probléme est de savoir juqu’a quel point un modéle basé sur la seule analyse des séquences
régulatrices peut étre informatif. La combinaison de deux, trois voire quatre motifs peut-elle
caractériser un géne cible ? Dans ce domaine, nous avons le sentiment que la bio-informatique
reste & la recherche de modeéles physiques nécessaires & la compréhension des mécanismes qui
conditionnent l’initiation de la transcription. Cela comprend par exemple la marche du facteur
le long de ’ADN, en dimension un ou en dimension trois, avec la possibilité d’existence de
sites auxilliaires, et la modélisation de la dynamique de la chromatine. C’est tout un champ de
recherches & explorer.
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tification de séquences reporters pour la conception de biopuces) en collaboration avec la plate-
forme biopuces de I'Institut Pasteur de Lille.

Vie collective

— Membre nommée du CNU section 27 de 1999 & 2003
— Co-responsable du DESS Bioinfo de 'USTL, devenu master pro, depuis sa création en 2000
— Membre de la Commission de Spécialistes de la section 27 de ’'USTL de 2000 & 2003
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88 Annexe administrative

— Organisation de deux séries de séminaires : Informatique pour la régulation en 2002-03 au LIFL
(www.1lifl.fr/"touzet/regulation.html) et Transcriptome et Régulation transcriptionnelle
a partir de 2003 au sein de 'IRI (www.1ifl.fr/ touzet/transcriptome.html).

— Membre élue du Conseil de Laboratoire du LIFL depuis 2003
— Responsable de 1’équipe Bioinfo du LIFL depuis 2003
— Membre du comité de programme de la conférence JOBIM 2004

Logiciels mis a disposition

— CARNAGQC, prédiction de structures secondaires d’ARN, disponible a bioinfo.1ifl.fr/carnac/
— TFM-Explorer, analyse des régions régulatrices, disponible 4 bioinfo.1if1.fr/TFM-Explorer/

Publications

Revues internationales

1. Algorithms with Polynomial Interpretation Termination Proof Guillaume Bonfante, Adam
Cichon, Jean-Yves Marion et Héléne Touzet, Journal of Functional Programming, 11 (1),
p. 33-53, 2001

2. A Characterisation of Multiply Recursive Functions with Higman’s Lemma Héléne Touzet,
Information and Computation, 178, p. 534-544, 2002 — version étendue de 11

3. Tree Edit Distance with Gaps, Héléne Touzet, Information Processing Letters, volume 85
(3), 2003

4. Finding the common structure shared by two homologous RNAs Olivier Perriquet, Héléne
Touzet et Max Dauchet, Bioinformatics, volume 20, p. 108-116, 2003

5. CARNAC : folding families of related RNAs, Héléne Touzet et Olivier Perriquet, Nucleic
Acids Research, volume 32 (Supplement 2), p. 142-145, 2004

6. Decomposition algorithms for tree editing distance Serge Dulucq et Héléne Touzet, Journal
of Discrete Algorithms, & paraitre — version étendue de 12

Conférences internationales avec comité de sélection

7. An Ordinal Calculus for Proving Termination in Term Rewriting Adam Cichon et Hé-
léne Touzet, actes de  CAAP’96 (Trees in Algebra and Programming), Lecture Notes in
Computer Science, volume 1059, p. 226-240, 1996

8. Encoding the Hydra Battle as a Rewrite System Héléne Touzet, actes de Mathemati-
cal Foundations of Computer Sciences, Lecture Notes in Computer Science, volume 1450,
p- 267-276, 1998

9. A Complex Example of a Simplifying Rewrite System Héléne Touzet, actes de ICALP’98

(International Colloquium on Automata, Languages and Programming), Lecture Notes in
Computer Science, volume 1443, p. 507-517, 1998

10. Complezity Classes and Rewrite Systems with Polynomial Interpretation , Guillaume Bon-
fante, Adam Cichon, Jean-Yves Marion et Héléne Touzet, actes de CSL’98 (Computer
Science Logic), Lecture Notes in Computer Science, volume 1584, p. 372-384, 1998

11. A Characterisation of Multiply Recursive Functions with Higman’s Lemma, Héléne Touzet,
actes de RTA’99 (Rewriting techniques and Applications), Lecture Notes in Computer
Science, volume 1631, p. 163-174, 1999
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12. Analysis of tree edit distance algorithms, Serge Dulucq et Héléne Touzet, actes de Combina-
torial Pattern Matching, Lecture Notes in Computer Sciences, volume 2676, p. 83-95,2003

Conférence nationale

13. Recherche d’éléments régulateurs communs, application aux génes cibles des facteurs de
transcription Rel-kappaB, Matthieu Defrance, Héléne Touzet, Karo Gosselin et Corinne
Abbadie, JOBIM, p. 1-12, 2004

Actions nationales

— Participation aux Actions Spécifiques Algorithmes et Séquences et Modélisation et Algorith-
mique des Structure d’ARN du RTP 41 Bioinformatique du département STIC du CNRS en
2003

— BQR USTL 2003 Réle des facteurs Rel/NF-xB dans la sénescence : recherche de cibles trans-
criptionnelles par étude de transcriptome et analyse bioinformatique, en partenariat avec le
laboratoire Régulation transcriptionnelle au cours de la tumorigénése mammaire (UMR CNRS
8117 -IBL-Institut Pasteur de Lille-USTL)

— ACI Jeunes Chercheurs 2003 Algorithmique pour l’analyse de données d’expression géniques

— Participation a 'ACI ImpBio AReNA 2004 (groupe de travail pluridisciplinaire national sur
la structure et la fonction des ARN)



